Anneaux.

1 Généralités.

Définition 1. Un anneau est un ensemble A contenant 0,1 et
munis de deux lois internes notées + et - telles que

> (A, +) est un groupe abélien de neutre 0;

> Va,b,c € A, a(bc) = (ab)c;

>VYaeA a-1l=1-a=a;

> Va,b,c€ A, a(b+c)=ab+ acet (b+ c)a = ba+ ca.

Remarque 1. De cette définition, on peut en déduire certaines
regles de calculs :

>VYaeA 0-a=0;

> Va,b e A, ( a)b =

> Va,be A, (—a)(— )—ab

> VYa,b € A, (a+b)" =Y} 0( )akb”*’C quand A est com-
mutatif.

Définition 2. On dit que A est commutatif si pour tous a,b € A,
on a ab = ba.

Exemple 1. Les ensembles Z, R, C, Q sont des anneaux commu-
tatifs. L’ensemble

Z[V3] ::{n—km\/g)n,mGZ}gR
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est un anneau : en effet,
(n+mV/3)(n' +m/'v/3) = nn' + (nm/ +n'm)V3+3mm’ € Z[V3].

Mais, Z[v/3] n’est pas un anneau.

De méme, I'ensemble Q[v/3] € R est un anneau, c’est méme un
corps car il est stable par passage a l'inverse.

Définition 3. Soit A un anneau. Une partie B C A est appelée
un sous-anneau si B contient 1 et si la restriction des lois de A
a B lui confére une structure d’anneau.

Autrement dit, si B contient 1 et est stable par somme et produit,
c’est un sous-anneau de A.

Exemple 2. L’ensemble Z[i] C C est un sous-anneau de C. De
méme que pour Z[\/g], on vérifie facilement qu’il est stable par
produit.

Définition 4. Soient A C B des anneaux et E une partie de B.
On note A[E] I'anneau engendré par E sur A le plus petit sous-
anneau de B contenant A et E. C’est l'intersection des sous-
anneaux de B contenant A et F.

Remarque 2. Si B est commutatif, alors A[E] est 'ensemble des
sommes finis de mondmes de la forme aej*---e?* avec a € A,
e; € Fetn; € N.

Exemple 3. Soit G un groupe.

On note C[G] := Cl¢l = @,;C - (g). Ses éléments sont de la
forme 3 c;as(g) avec a, € C. On définit (g) - (h) = (gh) et
puis (g)a = a(g), pour tout a € C. On définit alors le produit
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sur C[G] par :
(geZGag@) ( > nig)) = X aot)
_ K; (g% agbh> ()
=% (T asbye) ©
eG N gelG

Définition 5. Soit A un anneau. On appelle A-module un en-
semble M muni d’une loi interne + et d’une loi externe A x M —
M, (a,m) — am telle que (M,+) est un groupe abélien et que,
pour tous a,b € Aet m,n € M, on a:

> a(bm) = (ab)m;

> 1am=m;

> 04m =m;

> (a4 b)m = am+ bm;

> (=b)m = —(bm);

> a(m+n) = am + an.

Remarque 3. Les groupes abéliens correspondent exactement
aux Z-modules. On peut ainsi définir généralement les A-modules
comme une donné d’un morphisme

f:A— End(M).

Définition 6. Un morphisme d’anneau f : A — B est une appli-
cation telle que, pour tous a,b € A, on a :

> fla+0b) = f(a) + f(b);
> flab) = f(a) f(b);
> f(lA) = 1B-
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Exemple 4. On considere

¢: G — C[G]
g9 — (g)-

Alors, p(G) est un sous-groupe de (C[G], -) isomorphe & G. Les re-
présentations de G correspondent exactement aux C[G]-modules.
En effet, la donnée d’un morphisme de groupes G — Autg(V)
est équivalente a la donnée d’un morphisme d’anneau C[G] —
El’ld@(V)

A partir de maintenant, tous les anneaux considérés sont
commutatifs.

Définition 7. Soit A un anneau et a € A.

1. On dit que a est nilpotent s’il existe n € IN* tel que a™ = 0.

2. On dit que a est une racine de ['unité s’il existe n € IN* tel
que a™ = 1.

3. On dit que a est idempotent si a*> = a.

4. On dit que a # 0 est un diviseur de zéro s’il existe b # 0

tel que ab = 0.

On dit que a est inversible s’il existe b € A tel que ab = 1.

On notera A* l'’ensemble des éléments inversibles. L’en-

semble (A%, -) forme un groupe.

6. On dit que A est un corps si A* = A\ {0}.

7. On dit que A est integre si A ne contient pas de diviseurs
de zéro.

(@)

Remarque 4. > On verra que A est integre si et seulement
si A est un sous-anneau d’un corps.

> Un sous-anneau d’'un anneau integre est integre.

_4/7_



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Algebre 2

Lemme 1. Soit A un anneau intégre. Soient a,b,c € A avec
a # 0. Alors, si ab = ac on a b = ¢, i.e. on peut simplifier par a.

Preuve. On a ab— ac = 0 donc a(b — ¢) = 0. Alors b— ¢ =0 car
A est integre et a # 0. D’ou, b = c. O

2 Divisibilité.

Définition 8. Soit A un anneau. On dit que a divise b et on note
a | b gl existe ¢ € A tel que b = ac.

Remarque 5. Cette relation dépend de A. En effet, on peut avoir
A C Beta,be Atels que a | b dans B mais a 1 b dans A. Par
contre, si a | b dans A alors a | b dans B.

Proposition 1. Soient A un anneau et a,b,c € A.

1.
2. Sialbetb]|calorsalc.

3.

4. Sica | cb avec ¢ # 0 et A integre alors a | b. Autrement dit,

Onaa | a.

Sialbetalcalorsalab+ e pour a,f € A.

on peut simplifier par c.

. Sice A% alors ¢ | a (car a = ac™te).

Onaal0 (car 0 =a-0).
Sia|betb]| aetan’est pas un diviseur de zéro, alors
a = xbavec x € A*.

Pour tout x € A* on a équivalence :

a|lb <= al|xb < zalb.

Remarque 6. La divisibilité se comporte mieux dans les modules
inversibles.
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Remarque 7. On a la chaine d’inclusions :

Anneaux
U
Anneaux commutatifs
U
Anneaux commutatifs integres
U
Anneaux integres noethériens
U
Anneaux factoriels
U
Anneaux principaux
U
Anneaux euclidiens
U
Corps
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