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1

Idéaux et anneaux
noethériens

1.1 Exercice 1.

1.

Se répéter dix fois : « Un idéal n’est pas un sous-anneau et
I'image d’un idéal par un morphisme d’anneau n’est pas néces-
sairement un idéal » (et trouver des exemples).

Montrer que I'image d’un idéal par un morphisme d’anneaux
surjectif est un idéal.

. L’idéal I = 27 n’est pas un sous-anneau car 1 ¢ I. On considere

le morphisme d’anneau

f:72—Q
T — T,

et on a f(nZ) = nZ qui n’est pas un idéal de Q (car Q est un
corps, donc n’a pour idéaux que Q et {0}).

. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux surjectif, et [ un idéal

de A.

> Soient xq, 9 € f(I). Soient yy,ys € I tels que 1 = f(y)
et xo = f(y2). Do, m1 + 2o = f(y1 + y2) € f(I) car
Y1 +y2 €1

> Soit x € f(I) et b € B. 1l existe y € I tel que f(y) = x.
Par surjectivité, il existe a € A tel que b = f(a). Ainsi,
bx = f(ay) € f(I), car ay € I.
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1.2 Exercice 2. Terminologie

Soit A un anneau et soient a,b deux éléments de A.
1. Montrer que a est inversible si et seulement si (a) = A.
2. Montrer que a divise b si et seulement si (b) C (a).
3. On suppose que A est intégre.

a) Montrer que a € A est premier si et seulement si (a) est
un idéal premier.

b) Montrer que a est irréductible dans A si et seulement si (a)
est maximal parmi les idéaux principaux de A. En déduire
que, si tout idéal de A est principal, alors a est irréductible
si et seulement si (a) est maximal.

c) Donner un exemple d’anneau A et d’élément irréductible
a € A tel que (a) n’est pas maximal parmi les idéaux de A.

1. Montrons que a € A* <= (a) = A. On a la chaine d’équiva-
lences :

(a)=A <= 1€(a) <= e Aab=1 < ac A"
2. Montrons que a | b <= (b) C (a). D’une part, on a

alb < Jce A b=ac o (b) C (a).
Et d’autre part, on a bien I'implication réciproque de (x), car
si (b) C (a) alors b € (a) et donc il existe ¢ € A tel que b = ac.
3. a)Ona:

a premier < [Vb,c€ A,a|bc = a|boua]|
< [Vb,c € A, (be) C (a) = (b) C (a) ou (c) C (a)]
<= (a) est un idéal premier.

b) > Si (a) est maximal parmi les idéaux principaux, et si
a = be alors b | a, et donc (a) C (b).
— Soit (b) = A et donc b € A*.
— Soit (b) = (a) alors, il existe d € A tel que b = ad.
D’ou, b = bed et, car A integre, cd = 1 d’ou on a
que c € A*.
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> Réciproquement, on a

(a) C(b) = b|a
= dce A,a=bc
= 3(b,c) e A x AUA X A" a = bc
= (b) = A ou (b) = (a).

c) On considére A = Z[X] et a = 2 irréductible. Alors, (2) C
(2,X) # Z[X] et (X) C (2. X) £ Z[X].

1.3 Exercice 3. Quotienteries

1. On a, pour a,b € A :
ab=0¢€ A/l < abel.

D’ot, si I premier, alors @ = 0 ou b = 0. Réciproquement, si
abeTalorsa=0oub=0,etdoncacloubel.

Ensuite, on a pour a € A,
ac (A <= (a)+1=A.

Ainsi, si I est maximal, et si a € (A/I)\ {0}, alors a & I et
(a) + I contient strictement I, d’ou (a) +1 = Aeta e (A/I)*.
Réciproquement, soit I C J C A, et s’il existe z € J \ I, alors
znar € (A/I)\ {0} et donc il existe y € A tel que 2y = 1 et
donc A = (x)+1 C J et donc J=A.

2. Soit B un anneau et f : A — B un morphisme d’anneau tel
que I C ker f. Montrons qu’il existe un unique morphisme f :
A/I — B tel que f = fo.

> Unicité. Si f : A/I — B est tel que for = f. Alors, parce
que 7 est surjectif, on a que Vo € A/I,Jda € A, x = 7(a),
et donc f(x) = f(a).

> Fxistence. On pose
f:A/I — B
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— C’est bien défini car si w(a) = 7(b) alors a —b € I C
ker f et donc f(a) = f(b).

— C’est bien un morphisme :

- J(I)=f(1)=1;

« F@+8) = F@+B) = fla+b) = fla) + 1) =
f@) + )
e flaxb) = F@xb) = flaxb) = f(a) x f(b) =
Fa) x (5).

3. Soit f : A — B, alors il existe un unique morphisme f
A/ker f — B tel que f = f o . Par construction im f = im f
et donc f : A/ker f — im f est surjectif. Montrons que f est
injective. Si f(z) = 0 alors f(x) = 0 et donc x € ker f d’olt on
aT=0¢& A/ker f. On en conclut :

A/ker f = im f.

4. Soient I C J C Aetonnote J/I = m;(J). Alors, (A/1)/(J/I) =
A/J. En effet, on pose

fAl — AlJ
a+1v+—a+J,

qui est un morphisme d’anneaux bien défini.
Pour a € A, f(a+ 1) =a+ J donc f est surjective.
Et,

kerf={a+I€A/l|la+J=0€A/J}
={a+Il€A/l|ac ]}
:W[(J>:J/[

On en conclut, par le premier théoreme d’isomorphisme que

(A/D/(T/T) = AJJ.
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5. On considere la bijection croissante

{ICJ<A} +— {KaA/I}
J— W[(J)
7Y K) +— K.
On vérifie aisément que :
> pour J D I, mY(w(J)) = J;
> pour K <A/l m(n 7Y (K)) = K ;
> l'application est croissante.

Si P<A est premier et tel que I C P alors, par le 3eme théoreme
d’isomorphisme, on a

(A/D)/7(P) = (A/D)/(P/T) = A/ P,

et ce dernier est integre et on conclut.

Réciproquement, si P < A/I est premier, alors P = 7(7~(P))
et donc (A/I)/P = A/7~1(P) et le premier est intégre, donc on
conclut.

6. On pose

[ AX] — (A/D)[X]
ZaiXi — ZaiXi.

On montre que im f = (A/I)[X] et que ker f = I A[X].
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1.4 Exercice 4. Division euclidienne par un po-
lynéme unitaire

1.5 Exercice b. Application : étude d’une courbe
algébrique

1.6 Exercice 6. Lemme d’évitements des pre-
miers

1.7 Exercice 7. Anneaux noethériens

1.8 Exercice 8. Existence et finitude des idéaux
premiers minimaux
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