DM n°2
Mesure & Intégration

Hugo SALoU
Dept. Informatique

ENS DE LYON

9 avril 2025



Exercice 1.

1. Pour la linéarité de £, on utilise la linéarité de la somme, et la
linéarité des fonctions ¢, : si f,g € 6y, et a € R alors

eolf +ag) = 2 /W(f(t)Jrag(t)) —int gy
/ F(t) et dt+— " () e dt

= cn( + ac,(g).

Pour monter que ¢y est continue, on montre que c’est une
somme fini de fonctions continues car 1-lipschitzienne. En ef-
fet,

|Cn < 2 ‘/ f f'mt dt
m
<

— dt

o I
1

< — 0o dt
= [

< ler

et il en découle que ¢y est 2N-lipschitzienne, donc continue. De
plus, on a que, pour toute fonction f € By, telle que || || < 1,

= > 5[ swema= g [ roDsi-

ne[— NN]]
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d’ou, par inégalité triangulaire,

v < 5 [ F@OIDN 01t < - [ Do)

-~
DNl

Ainsi, comme || f|lco < 1, on en déduit [{x(f)] < ||[Dyll1 quel
que soit f € Bor avec || f|leo < 1. On a donc un majorant de la
fonction |[fx|. D’ou ||[fx]|| < ||Dy||1 par sup.

2. Considérons, comme indiqué dans l'indication, les fonctions f.
ou f-(t) = Dn(t)/(|Dn(t)| + €) pour € > 0. D'une part, on
sait que f. est 2w-périodique. De plus, la continuité vient de
la continuité de Dy (plus facile & voir sur I'expression avec la
somme), et car |[Dy(t)|+e > ¢ > 0sie > 0. En utilisant 1'égalité
sur {n(f) précédente, on calcule

()= [ gy L [T PMOE o

21 ) [Dn ()| + ¢ 21 ) [Dn ()] +

Or, g. = |Dy|?/(|Dn]| + €) converge presque partout vers |Dy]|
lorsque I'on a ¢ — 0. De plus, g. est dominée par |Dy| inté-
grable. Par le théoreme de convergence dominée,

v(£)] = (£ — 5 [ IDw(O]dt = Dy

On vérifie aisément que

> fo est 2m-périodique et continue (simple a remarquer a
partir de la forme de somme d’exponentielles) ;

> || felloo = sUpy € e DN (O] /(DN ()] +2) < 1.

On en conclut que
[€x [l = IDwlls-

_3/8_



DM n°2
Hugo SALOU — L3 ENS LYON Mesure € Intégration
3. Ona

1 ™
IDxlh = 5- [ (ol dt

—T

1 /’T |sin[(2N + 1)t/2] | d&t

“or ). |sint/2]
1 (2 |sin(2N +1
__/ | sin( N+ ul o
T J_ | sinu |

[N ERVTE

Zl/ |sin(2N—|—1)u\du
TJ-z |u

m —Nn—3% |’U|

1 [t

_/ |s.1nv|d oo
Noooo oo 0]

Par minoration, on en déduit que ||{x|| — 400 lorsque N — oc.

4. On applique le théoreme de Banach-Steinhaus ou les espaces
vectoriels sont F = (Bar, || [|«) et F' = (R, ]|-|). Pour démontrer
que 'espace vecotoriel 6., est complet, on utilise la complétude
de L} (R, %B(R), u1,). Considérons une suite de Cauchy (g, )nen
de fonctions dans Ba,. La suite (g, )nen est une suite de Cauchy
de L'(R), espace complet, qui converge donc vers g € L}(R).
Or, car la convergence est pour la norme infini, la convergence
des g, est uniforme vers g. On sait ainsi que g est continue (car
les g; le sont), par unicité de la limite,

9(x +2m) ¢—— gn(2 + 2m) = gn(z) —— g(2).
ocon n—oo
On en conclut que g est dans 6,,. L’espace E est donc complet.
On peut donc appliquer le théoreme de Banach-Steinhaus avec
les applications linéaires continues (¢;);ew (c.f. question 1) de E
dans F. Deux cas sont donc possibles.

> Ou bien la famille (||¢;]]);ew est bornée, absurde par la
question 3.
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> Ou bien il existe une intersection A dénombrable d’ou-
verts denses dans 6, telle que supyep [In(f)] = +o0
pour toute fonction f € A, i.e. que la série de Fourier
de f diverge en 0.
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Exercice 2.

1. Pour montrer que ¢, est bien définit, il suffit de montrer que
si g et ¢’ sont égales ,u—presque partout, alors quel que soit f, les
fonctions f- g et f g Sont égales u presque partout. Ainsi, on a

Pégalité [, f(z)g = [ f( ) p(dax), d'ott ¢, = ¢y
De plus, par l’inegahte de Holder, on a que

[ todu] < [ 1£oldi < 1flus gl
Q Q

qui est fini car les deux termes sont finis : on a bien ¢,(f) € R.
On en conclut que ¢ est bien définie.

La linéarité de ¢, vient simplement de la linéarité du produit
de fonctions et de la linéarité de 'intégrale :

bagsin(f) = / (ag(z) + fh(z)) f(z) d

:a/ﬂg(x)f(x)d:v—i—ﬂ/ﬂhx

= agy(f) + Bon(/f).

Pour la continuité, il suffit de remarquer que ¢ est 1-lipschitzienne.
En effet, on veut montrer que (par linéarité)

[¢gllwey- = sup [og(f) < llgllLa-

lp=1

Soit f € LP telle que || f||L» = 1. Alors, par I'inégalité de Holder,
on a que

65(f |—\/fgdu\ < [ 1ol an < gl x 45
/5"
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et ce, quel que soit f de norme L? valant 1. Ainsi ||¢(g) | @wr) <

llg|lLe et on en déduit que ¢ est 1-lipschitzienne donc continue.

2. Dans la question 1, on a montré (x) : ||dgllwry < [lglLe. 11

ne reste qu’a montrer 'autre inégalité. Considérons la fonction

étagée ug = Liga)>0y — Ligx)<0y- Elle est bien définie car, si on

a g = g p-presque partout, alors uy = uy p-presque partout.

On vérifie que g = ug4lg| : la fonction u, donne le signe de g.

Et, elle est mesurable car l'application g/|g| I'est comme quo-

tient de deux fonctions mesurables. On pose h;, , = uy/ </ 11(2)

ou £(€Q) > 0 est fini par hypothese. La fonction h, est donc
mesurable. Ainsi, on a

1 1
hy, pdp:—/ u pdu:—/duzl.
e = gy ol = s |
Do, ||hpgllr = 1. Or,

| [ magan| =] [ lolan| = [ 1ol au < gl
Q Q Q

car ¢ > 2. On en conclut que ||, ey > [|g|lLe, olt 'on a égalité
avec 'inégalité (x) précédente.

3. Comme 7 € (L?)*, on sait que v : L’ — R est une application
linéaire continue.

a) On applique le théoréme de représentation de Riesz a ’ap-
plication linéaire continue 2 : L? — R. En effet, on a
I'inclusion de L2 C L? car 1 < p < 2 et € est de mesure fi-
nie (vu en TD). Et, on sait que L? est un espace de Hilbert.
Ceci justifie I'utilisation du théoreme de représentation de
Riesz, et on obtient donc qu’il existe g € L? tel que pour
tout f € L2,

7|L2(f)—<f;9>L2—/Qfgd,u.

b) Montrons que ||g||Lr est finie. Considérons la suite (g, )nen
ot on pose g, := ulg|? " Ljjg<n}- La suite (]gn|) est crois-
sante et converge vers |g|?7!. Ainsi, par le théoréme de
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Beppo-Levi, on a que

v(gn):/ggn du—>/ lg|? dp.
Q n—oo Q

Et |v(gn)| < 17/lwe)* [|gnllre est finie car

> |[¥|lweyx < 400 car v est continue;

> N 9allTe = Syginy 19197V dp = [icn 1917 du < lgller,
qui est finie par I'inclusion L? C L.

On sait donc que ||g||Lq est finie car majorée. On en conclut
que g € L%

4. Pour une forme linéaire continue v € (L?)*, on a trouvé g € L9
tel que (¢g)2 = 2. Soit f € LP quelconque. Par densité
de L? dans L7, il existe une suite (f,)nen de fonctions dans L2
convergent vers f. Ainsi,

¢q(f) AN Gg(fn) = v(fn) o (f);
par continuité de ¢, (question 1) et de v (car v € (L?)*). Ainsi,
on a bien ¢,4(f) = v(f) quel que soit f € LP. On en conclut que
I'on a ¢4 = v et donc que ¢ est surjective.

5. Il ne reste qu’a démontrer que ¢ est injective. Soit g € ker ¢.
Ainsi, pour tout f € LP, on a ¢4(f) = 0. D'ou, ||¢gl/wr)- = 0,
et donc (question 2) ||g||L« = 0. Or, par séparation de la norme,
on a que g = 0 (nulle u-presque partout implique nulle dans le
quotient). On en déduit que ker ¢ est réduit au singleton trivial ;
I’application ¢ est donc injective.

On en conclut que ¢ : L — (L”)* est un isomorphisme continu,
et on a donc L9 = (LP)*.

| Fin_du DM. |
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