La théorie des ensembles.

On se place dans la logique du ler ordre avec £ = {€,=}. On se
place dans un univers U non vide, le modele, dont les éléments sont
appelés des ensembles.

Il faudra faire la différence entre les ensembles « naifs » (les ensembles
habituels), et les ensembles « formels » (les éléments de U).

On a le paradoxe de Russel. On peut I’écrire

« On a un barbier qui rase tous les hommes qui ne se
rasent pas eux-mémes. Qui rase le barbier 7 ».

Si U est 'ensemble de tous les ensembles, alors
a={zeU|zgx}
vérifie a € a <= a € a, paradoxe. Pour éviter ce paradoxe, on

choisit donc de ne pas faire U un ensemble.

1 Les axiomes de la théorie de Zermelo-Fraenkel.

ZF 1. Axiome d’extensionnalité : deux ensembles sont égaux ssi ils
ont les mémes éléments

‘v’xVy(Vz(zEx(—)zEy)Hx:y).

o Axiome de la paire' : il existe une paire {z,y} pour tout élément
rzety
YV Yy EIth(t €ze(t=aVt= y))

[continué plus tard. . .|

1. On verra plus tard que cet axiome est une conséquence des autres (de ZF 3

et ZF 4).
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Remarque 1. Cela nous donne l'existence du singleton {x} si
est un ensemble. En effet, il suffit de faire la paire {z,z} avec
I’Axiome de la paire.

Définition 1. Si a et b sont des ensembles, alors (a,b) est Ien-
semble {{a}, {a,b}}. Ainsi, (a,a) est 'ensemble {{a}}.

Lemme 1. Pour tous ensembles a,b,a’,V/, on a (a,b) = (da', V')
ssia=d etb=1"0.

Preuve. En exercice. O]

Définition 2. On peut construire des 3-uplets (aq,az, as) avec
(aq, (ag,as3)), et ainsi de suite pour les n-uplets.

Notation. On utilise les raccourcis
> t={a} pour Vo (x €t > x = a);
> t={a,b} pourVe (z €t (r=aVar=0>));
>t CapourVe(z€t—z€a).

ZF 3. Axiome des parties : 'ensemble des parties p(a) existe pour
tout ensemble a

Va3Vt (t € b+t Ca).
ZF 2. Aziome de la réunion : 'ensemble y = |, 2 existe

Ve JyVi(t ey« Jz(t € 2Nz € ).

Remarque 2. Comment faire aUb? La paire x = {a, b} existe par
I’Axiome de la paire, et U,c, # = a U b est un ensemble par ZF 2.

ZF 4’. Schéma de compréhension : pour toute formule p(y, v1, ..., vy,),
on a 'ensemble © = {y € v,11 | p(y,v1,...,v,) }

Yoy ... Yo, Jx Vy (y€x<—> (yeUn+1/\<p(y,v1,...,vn))>.
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Remarque 3. Peut-on faire le paradoxe de Russel 7 On ne peut
pas faire a := {z € U | z € =z} car U n’est pas un ensemble! Et,
on ne peut pas avoir de paradoxe avec b:= {z € E' | z € z}, car
on a l'ajout de la condition b € FE.

Définition 3. Une relation fonctionnelle en wy est une formule

o(wy, Wy, ay, ..., wy,) a parameétres (ou les a; sont dans U) telle
que
U | Ywy Yw; Yws (cp(wo, Wi, A1, .-y Q) A @(Wo, Wo, A, . .., Wy) — Wy = wg).

En termes naifs, c’est une fonction partielle. On garde le terme fonc-
tion quand le domaine et la collection d’arrivée sont des ensembles,
autrement dit, des éléments de U.

ZF 4. Schéma de substitution/de remplacement : « la collection des
images par une relation fonctionnelle des éléments d'un en-
semble est aussi un ensemble ». Pour tout n-uplet a, si la formule
a parametres ¢(wg, wy, a) définit une relation fonctionnelle f; en
wy et si ag est un ensemble alors la collection des images par f;
des éléments de ay est un ensemble nommé a,,

Yag -+ - Ya,
(Vwo Vwy Yws((wo, wy, ay, ..., a,) A p(we, we, ay, ..., a,)) = wy = wg)
1
Jan11 Yanio(nio € angr < Jwo wy € ag A @(Wo, Any2, V1, ..., Un)).

Théoreme 1. Si ZF1, ZF2, ZF3 et ZF 4 sont vrais dans U, il
existe (dans U) un et un seul ensemble sans élément, que 1'on
notera 0.

_3/8_



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Logique

Preuve. > Unicité par ZF 1.

> Fxistence. On procede par compréhension : I'univers U est
non vide, donc a un élément x. On considere la formule
w(wo,wy) := L qui est une relation fonctionnelle. Par ZF 4
(avec la formule ¢ et ’ensemble ag := x) un ensemble a,, 1
qui est vide.

]

Proposition 1. Si ZF1, ZF2, ZF3 et ZF 4 sont vrais dans U,
alors ’Axiome de la paire est vrai dans U.

Preuve. On a ) dans U et également p(0) = {0} et p(p(0)) =
{0,{0}} par ZF 3.

Etant donné deux ensemble a et b, on veut montrer que {a,b} est
un ensemble avec ZF 4

o(wo, wy, a,b) == (wo = DA w = a) V (wy = {(Z)} Awy = b),

ol

> wo = ) est un raccourci pour Vz (2 & wy) ;

> wo = {0} est un raccourci pour Vz (z € wy +> (Vi t & 2)).
Ces notations sont compatibles avec celles données précédem-

ment.

Comme ¢ est bien une relation fonctionnelle et {a, b} est I'image

de {0, {0}}. O

Proposition 2. Si ZF1, ZF2, ZF3 et ZF 4 sont vrais dans U,
alors ZF 4" est vrai dans U.

Preuve. On a la formule ¢(y, v1,...,v,) et on veut montrer que

U=V - Yupg Jz Yy (y €2 ¢ (Y € Un1 A 80(?/7017%)))-
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On consideére la formule 1 (wy, w1, v) := wy = wy A p(wo, v), qui
est bien une relation fonctionnelle en wy. La collection

{‘IEU'IH-I | So(yavlw"?vn)}

est l'image de v,41 par ¢ par ZF 4. [

Remarque 4. La réciproque du théoreme précédent est fausse!
Les axiomes ZF 4 et ZF 4" ne sont pas équivalents. On le verra en
TD (probablement).

Proposition 3. Le produit ensembliste de deux ensembles est un
ensemble.

Preuve. Soient v; et v, deux ensembles. On considere
X :=vy xvp={(z,y) |z €v; et y € vy} (en naif) .

La notation (x,y) correspond a lensemble {{z},{z,y}} €
p(p(v1 U va)).

On applique ZF 4" dans 'ensemble ambiant p(p(v1 Uvs)), on dé-
finit le produit comme la compréhension a 'aide de la formule

©(z,v1,v9) := Jz Jy (z ={{z}, {z,y}} Az ev Ay € vg).

C’est bien un élément de U. O

Définition 4. Une fonction (sous-entendu totale) d'un ensemble
a dans un ensemble b est un sous-ensemble de a X b qui vérifie la

_5/8_



Hugo SALOU — L3 ENS LYON Logique

propriété
fCaxb
AN
o(f,a,b) == | Ve VyVy (z,y) € fA(z,y) € f=y=y
A

Vex €a— Jyy €bA (z,y) € f

On identifie ainsi f et son graphe.

Une fonction partielle d’'un ensemble a dans un ensemble b est un
sous-ensemble de a x b qui vérifie la propriété

fCaxb
o(f,a,b) = A
VeVyVy (z,y) € fA(my)ef—=y=y

On note b* la collection des fonctions partielles de a dans b.

Proposition 4. La collection b* est un ensemble, i.e. si a et b
sont dans U alors b* aussi.

Preuve. En exercice. O]

Remarque 5 (Réunion indexée). Soit @ une famille d’ensemble
indexée par I’ensemble I, i.e. a est une fonction de domaine I. Si
i € I, on note a; pour a(7).

Proposition 5. Si I est un ensemble et a est une fonction de
domaine [, alors U;c; @; est un ensemble. Autrement dit, si dans
WU, ZF1, ZF2, ZF 3, ZF 4 sont vraies, et que I et a sont dans U,
et a est une fonction, alors la collection définie naivement par
User a; appartient a U.

Preuve. On pose b := {a; | i € I'}. C’est bien un ensemble car b
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est 'ensemble des images des éléments de I par a. On peut écrire
a comme relation fonctionnelle :

o(wg, w1, a) := (wy, wy) € a.

On a donc que b est un ensemble avec ZF 4.

Et, Uicr a; = U,ep # donc on conclut par ZF 2. O]

Proposition 6 (Propriété d'intersection). Si I est un ensemble
non vide et a est une fonction de domaine I alors N;c; a; est un
ensemble.

Preuve. On pose ¢ := U;cra; qui est un ensemble par ZF2. On
considere
o(x,a,1):=Vii €l - x € a,.

Par compréhension (ZF 4') on construit I'ensemble

(ai:={z €c|o(z,a,l)}

el

O

Proposition 7. Si I est un ensemble et a une fonction de domaine
v alors [[;c; a; est un ensemble.

Preuve. La collection [];c; a; est 'ensemble des fonctions de [/
dans U a; telles que f(i) € a; pour tout i. ]

ZF 5 Azxiome de l'infini : il existe un ensemble ayant une infinité
d’élément

JxDexnVy(y€exz—yU{y}teux)).

On encode les entiers avec des ensembles :
>0~ 0
> 1~ {0}
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> 2 {0, {0}}
> n+iwnu{n}

>

Ainsi, on a bien n ={0,1,...,

n—1}.

Logique

Remarque 6. Les francais sont les seuls a considérer que I’axiome

de bonne fondation ne fait pas partie de la théorie de ZF.
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