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Introduction.

Dans ce cours, on s’intéressera a quatre themes :
> la théorie des modeles (> les « vraies » mathématiques);
> la théorie de la démonstration (> les preuves);
> la théorie des ensembles (> les objets) ;
> les théoremes de Godel (> les limites).

On ne s’intéressera pas a la calculabilité, car déja vu en cours de
FDI. Ce cours peut étre utile a ceux préparant I'agrégation d’infor-
matique.
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1 Le calcul propositionnel.

Le calcul propositionnel, c’est la « grammaire » de la logique. Dans ce
chapitre, on s’intéressera a

1. la construction des formules (> la syntaxe);

2. la sémantique et les théoremes de compacité (> la compacité
sémantique).

1.1 Syntaxe.

Définition 1.1. Le langage, ou alphabet, est un ensemble d’élé-
ments fini ou pas. Les éléments sont les lettres, et les suites finies
sont les mots.

Définition 1.2. On choisit ’alphabet :

> P = {xg,x1,...} des variables propositionnelles ;

> un ensemble de connecteurs ou symboles logiques, défini par
{—,V, A\, =, <>}, il n’y a pas 3 et ¥ pour I'instant.

> les parentheses {(,)}.

Les formules logiques sont des mots. On les fabriques avec des
briques de base (les variables) et des opérations de construction :
si F1 et Fy sont deux formules, alors = F, (F} V Fy), (F] N Fy),
(Fy, = F) et (I} < F,) aussi.

Définition 1.3 (« par le haut », « mathématique »). L’ensemble &
des formules du calcul propositionnel construit sur &P est le
plus petit ensemble contenant & et stable par les opérations de
construction.
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Définition 1.4 (« par le bas », « informatique »). L’ensemble & des
formules logique du calcul propositionnel sur &P est défini par

> Fo=P;
—-F
(F1V Fy)
> ?FnH:OJ*nU (Fl/\FQ) Fl,FQE%
(Fy — Fy)
(Fy <> Fy)

puis on pose F = U,en Fn-

On peut montrer ’équivalence des deux définitions.

Théoréeme 1.1 (Lecture unique). Toute formule G € F vérifie une
et une seule de ces propriétés :
> GeP;
il existe ' € F telle que G = ~F;
il existe F, Fy € F telle que G = (Fy V F) ;
il existe F, Fy € F telle que G = (F] A Fy) ;
il existe [, Fy € F telle que G = (F} — F5) ;
il existe I, Fy € F telle que G = (F} < Fy).

vV VvV V V V

Preuve. En exercice. ]

Corollaire 1.1. Il y a une bijection entre les formules et les arbres
dont

> les feuilles sont étiquetés par des variables;
> les nceuds internes sont étiquetés par des connecteurs;

> ceux étiquetés par — ont un fils, les autres deux.
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Exemple 1.1.

1.2 Sémantique.

Lemme 1.1. Soit v une fonction de & dans {0, 1} appelé valua-
tion. Alors v s’étend de maniere unique en une fonction v de F
dans {0, 1} telle que

>osur P, v =ru;

> si F,G € F sont des formules alors

- V() =1-p(F);

- (FVG)=1ssiv(F)=1ou' v(G) =1;
- v(FAG)=v(F) xv(G);
-V F—=>G)=1ssiv(G)=1ouv(F)=0;
~ V(F + G)=1ssiv(F) =0v(Qq).

Par abus de notations, on notera v pour v par la suite.

Preuve. Existence. On définit en utilisant le lemme de lecture
unique, et par induction sur & :
> v est définie sur Fo = P ;
> si v est définie sur &, alors pour F' € F,,1, on a la

1. C’est un « ou » inclusif : on peut avoir les deux (ce qui est trés différent du
« ou » exclusif dans la langue francaise).
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disjonction de cas

si ' = =G avec G € F,, et on définit v(F) =
— etc pour les autres cas.

Unicité. On montre que si A = v sur P alors A = v si A et v
vérifient les égalités précédents.

[
Exemple 1.2 (Table de vérité). Pour la formule
F = ((231 —)232) — (172 —)331)),
on construit la table
x1 |0 0 1 1
Ty —ax2 |1 1 0 1
To— 21 |1 0 1 1
Fi1 0 11
Définition 1.5. > Une formule F' est dite satisfaite par une

valuation v si v(F) = 1.

> Une tautologie est une formule satisfaite pour toutes les
valuations.

> Un ensemble € de formules est satisfiable s’il existe une
valuation qui satisfait toutes les formules de €.

> Un ensemble € de formules est finiment satisfiable si tout
sous-ensemble fini de € est satisfiable.

> Une formule F'estconséquencesémantique d’un ensemble de
formules € si toute valuation qui satisfait € satisfait F'.

> Un ensemble de formules € est contradictoire s’il n’est pas
satisfiable.

> Un ensemble de formules € est finiment contradictoire s’il
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existe un sous-ensemble fini contradictoire de &.

Théoréeme 1.2 (compacité du calcul propositionnel). On donne
trois énoncés équivalents (équivalence des trois énoncés laissé en
exercice) du théoreme de compacité du calcul propositionnel.

Version 1. Un ensemble de formules € est satisfiable si et seule-
ment s’il est finiment satisfiable.

Version 2. Un ensemble de formules € est contradictoire si et
seulement s’il est finiment contradictoire.

Version 3. Pour tout ensemble € de formules du calcul proposi-
tionnel, et toute formule F', F' est conséquence sémantique
de ‘€ si et seulement si F' est conséquence sémantique d’un
sous-ensemble fini de €.

Preuve. Dans le cas ou P = {zg,x1,...} est au plus dénom-
brable (le cas non dénombrable sera traité apres). On démontre
le cas « difficile » de la version 1 (i.e. finiment satisfiable im-
plique satisfiable). Soit € un ensemble de formules finiment sa-
tisfiable. On construit par récurrence une valuation v qui sa-
tisfasse € par récurrence : on construit gg,...,&,,... tels que
v(xg) = €0y V(Tn) = Eny- ..
> Cas de base. On définit la valeur de ¢, pour xy € P.

1. soit, pour tout sous-ensemble fini B de &, il existe une
valuation A qui satisfait B avec A(xg) = 0;

2. soit, il existe un sous-ensemble fini By de €, pour toute
valuation A qui satisfait By, on a A(zg) = 1.

Si on est dans le cas 1, on pose €9 = 0, et sinon (cas 2) on
pose g9 = 1.
> Cas de récurrence. On montre, par récurrence sur n, la pro-
priété suivante :
il existe une suite €, ...,&, (que l'on étend, la
suite ne change pas en fonction de n) de booléens
telle que, pour tout sous-ensemble fini B de €, il
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existe une valuation v satisfaisant B et telle que
v(zo) = €o, - .., et v(T,) = &p.

— Pour n = 0, soit on est dans le cas 1, et on prend gy = 0
et on a la propriété; soit on est dans le cas 2;, et on
prend B un sous-ensemble fini de €, alors B U By est
un ensemble fini donc satisfiable par une valuation v.
La valuation satisfait By donc v(zg) = 1 et v satisfait
B. On a donc la propriété au rang 0.

— Hérédité. Par hypothese de récurrence, on a une suite
B0y o o o 9 EGpe

1. Soit, pour tout sous-ensemble fini B de é, il existe
v qui satisfait B et telle que v(zg) = eo, ...,
v(xy,) = €n, €t V(Tpy1) = 0. On pose €,41 = 0.

2. Soit il existe B,;; un sous-ensemble fini de 6
tel que, pour toute valuation v telle que v sa-
tisfait B,41 et v(xg) = €o,...,v(T,) = €4, On a
V(xpy1) = 1 et on pose €,41 = 1.

Montrons I’hérédité :

1. vrai par définition ;

2. soit B un sous-ensemble fini de €. On considere
BU By,11, soit v telle que v(xg) = ey, ..., v(z,) =
en- On a que v satisfait B, 1 donc v(z,1) = 1=
€nt1 et v satisfait B.

On a donc la propriété pour tout n.

Finalement, soit § une valuation telle que, pour tout i, §(z;) =
g;. Montrons que ¢ satisfait €. Soit F' € €. On sait que F' est
un mot (fini), donc contient un ensemble fini de variables inclus
dans {zg,...,z,}. D’apres la propriété par récurrence au rang
n, il existe une valuation v qui satisfait F' et telle que v(zg) =
£0,-.-,V(x,) = €p, et donc v et & coincident sur les variables de
F. Donc (lemme simple), elles coincident sur toutes les formules
qui n’utilisent que ces variables. Donc, §(F') = 1, et on en conclut
que 0 satisfait €. O]
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Dans le cas non-dénombrable, on utilise le l[emme de Zorn, un équi-
valent de 1’aziome du choix.

Définition 1.6. Un ensemble ordonné (X, R) est inductif si pour
tout sous-ensemble Y de X totalement ordonné par R (i.e. une
chaine) admet un majorant dans X.

Remarque 1.1. On considére ici un majorant et non un plus
grand élément (un maximum).

Exemple 1.3. 1. Dans le cas (P(X),C), le majorant est
I'union des parties de la chaine, il est donc inductif.
2. Dans le cas (R, <), il n’est pas inductif car R n’a pas de
majorant dans R.

Lemme 1.2 (Lemme de Zorn). Si (X, R) est un ensemble ordonné
inductif non-vide, il admet au moins un élément maximal.

Remarque 1.2. Un élément maximal n’est pas nécessairement le
plus grand.

Preuve. Soit € un ensemble de formules finiment satisfiable, et P
un ensemble de variables. On note 7" I’ensemble des valuations
partielles prolongeables pour toute partie finie ‘€ de € en une
valuation satisfaisant 6. C’est-a-dire :

°I/:={gp€ U{O,I}X

' VF €G,6(F) =1

Ve € pe(%€),36 € {0,1}” Oldom(y) = ¢ .
XCP

L’ensemble ¥ est non-vide car contient l'application vide de
{0,1}? car € est finiment satisfiable. On défini la relation
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d’ordre < sur 7 par :

p =<1 ssi ¥ prolonge .

Montrons que (7,<) est inductif. Soit € une chaine de Vet
construisons un majorant de 6. Soit A la valuation partielle dé-
finie sur dom A = {J,eq dom ¢, par : si z; € dom A alors il existe
@ € B tel que x; € dom ¢ et on pose A(z;) = ¢(z;).

La valuation A est définie de maniere unique, i.e. ne dépend pas
du choix de ¢. En effet, si ¢ € B et ¢p € B, avec z; € dom p N
dom ), alors on a ¢ < ¥ ou ¢ < ¢, donc ¢(x;) = Y(x;).

Autrement dit, A est la limite de 6. Montrons que A € 7. Soit B
une partie finie de €. On cherche p qui prolonge \ et satisfait B.
L’ensemble de formules B est fini, donc utilise un ensemble fini
de variables, dont un sous-ensemble fini {z;,,...,z;, } C dom(\).
Il existe ¢1,...,¢, dans € telle que z;, € domey,...,z;, €
dom ¢,,. Comme 6 est une chaine, donc soit @y = maxe[1,,] @i
et on a ¢y € 6. On a, de plus, z;,,...,z;,, € dom(py). Soit
wo € V prolongeable en iy qui satisfait B. On définit :

p:P — {0,1}
x € dom A — A(x)
x € var B — (1)

sinon — 0.

On vérifie que la définition est cohérente sur l'intersection car A
et 1y prolongent tous les deux ¢y et donc A € ¥ dou ¥ est
inductif.

Suite la preuve plus tard. ]
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2 La logique du premier ordre.

2.1 Les termes.

On commence par définir les termes, qui correspondent a des objets
mathématiques. Tandis que les formules relient des termes et corres-
pondent plus a des énoncés mathématiques.

Définition 2.1. Le langage £ (du premier ordre) est la don-
née d’une famille (pas nécessairement finie) de symboles de trois
sortes :
> les symboles de constantes, notées c;
> les symboles de fonctions, avec un entier associé, leur arité,
notées f(z1,...,x,) ou n est arité;
> les symboles de relations, avec leur arité, notées R, appelés
prédicats.

Les trois ensembles sont disjoints.

Remarque 2.1. > Les constantes peuvent étre vues comme
des fonctions d’arité 0.

> On aura toujours dans les relations : « = » d’arité 2, et
« L » d’arité 0.

> On a toujours un ensemble de variables V.

Exemple 2.1. Le langage &, de la théorie des groupes est défini
par :

> une constante : c,
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> deux fonctions : f; d’arité 2 et fy d’arité 1;
> la relation =.

Ces symboles sont notés usuellement e, *, J~! ou bien 0, 4, —.

Exemple 2.2. Le langage £, des corps ordonnés est défini par :
> deux constantes 0 et 1,
> quatre fonctions +, x, — et (071,
> deux relations = et <.

Exemple 2.3. Le langage <., de la théorie des ensembles est
défini par :

> une constante (),

> trois fonctions N, U et CI°,

> trois relations =, € et C.

Définition 2.2. Par le haut. L’ensemble I des termes sur le lan-
gage & est le plus petit ensemble de mots sur &£ UV U

{()),,} tel
> qu’il contienne ¥ et les constantes ;

> qui est stable par application des fonctions, c’est-a-
dire que pour des termes tq,...,%, et un symbole de
fonction f d’arité n, alors f(t1,...,t,) est un terme.’

Par le bas. On pose
Jo =V U{c | ¢ est un symbole de constante de £},
puis

fonction d’arité n
gk+1:gkU{f(t1,tn)‘ f },

t,....tn € Ty
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et enfin
T = U I,,.
nelN

Remarque 2.2. Dans la définition des termes, un n’utilise les
relations.

Exemple 2.4. > Dans %, *(x(z,07'(y)),e) est un terme,
qu’on écrira plus simplement en (z * y~!) * e.
> Dans 2o, (¢ + ) + (—0)"! est un terme.
> Dans ZLens, (0°U D) N (2 Uy)© est un terme.

Définition 2.3. Si ¢ et u sont des termes et x est une variable,
alors t[x : u| est le mot dans lequel les lettres de x ont été rem-
placées par le mot u. Le mot t[xz : u] est un terme (preuve en
exercice).

Exemple 2.5. Avec t = (xxy~!) *x e et u = z * ¢, alors on a

tlr:ul = ((zxe)xy™ ') xe.

Définition 2.4. > Un terme clos est un terme sans variable
(par exemple (0+ 0)71).
> La hauteur d'un terme est le plis petit k tel que t € .

Exercice 2.1. > Enoncer et prouver le lemme de lecture
unique pour les termes.
> Enoncer et prouver un lemme de bijection entre les termes
et un ensemble d’arbres étiquetés.

1. Attention : le « ... » n’est pas un terme mais juste une manieére d’écrire
qu’on place les termes a coté des autres.
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2.2 Les formules.

Définition 2.5. > Les formules sont des mots sur ’alphabet

UV U{(),,,T,V,AV, -, =)

> Une formule atomique est une formule de la forme R (¢4, ..., t,)
ol R est un symbole de relation d’arité n et t1,...,t, des
termes.

> L’ensemble des formules F du langage & est défini par

— on pose Fy 'ensemble des formules atomiques;;
(=F)
(F — Q)
(F vV G) F.Ge%F .
(FAG) eV ’
dx F
Jx G

— et on pose enfin F = U, e Fn-

on pose Fry1 = F U

Exercice 2.2. La définition ci-dessus est « par le bas ». Donner
une définition par le haut de ’ensemble F.

Exemple 2.6. > Dans &, un des axiomes de la théorie des
groupes s’écrit
Vede (zxy=eAyxx=e).
> Dans £, 'énoncé « le corps est de caractéristique 3 »
s’écrit
Vo (z+ (x +x) =0).

> Dans £y, la loi de De Morgan s’écrit

Vo Vy (z° Uy = (zNy)°).
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Exercice 2.3. > Donner et montrer le lemme de lecture
unique.

> Enoncer et donner un lemme d’écriture en arbre.

Remarque 2.3 (Conventions d'écriture.). On note :
> x <y au lieu de <(z,y);
> Jdz >0 (F) aulieude 3z (x > 0A F);
> Vx>0 (F) au lieu de Vo (x > 0 — F);
> A< Baulieude (A— B)A (B — A);
>t # u au lieu de =(t = u).
On enleves les parentheses avec les conventions de priorité

0. les symboles de relations (le plus prioritaire) ;
1. les symboles =, 3,V ;

2. les symboles A et V;

3. le symbole — (le moins prioritaire).

Exemple 2.7. Ainsi, Ve AN B — =C' V D s’écrit

((Vz A) AB) — ((=C) v D)).

Remarque 2.4. Le calcul propositionnel est un cas particulier de
la logique du premier ordre ot 'on ne manipule que des relations
d’arité 0 (pas besoin des fonctions et des variables) : les « va-
riables » du calcul propositionnel sont des formules atomiques;
et on n’a pas de relation « = ».

Remarque 2.5. On ne peut pas exprimer a priori :
> des quantifications sur en ensemble ? ;
> « dn dxq ... dz, » une formule qui dépend d’un parametre ;

> le principe de récurrence : si on a P (0) pour une propriété
P et que si P(n) — P(n+ 1) alors on a P(n) pour tout n.
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Quelques définitions techniques qui permettent de manipuler les for-
mules.

Définition 2.6. L’ensemble des sous-formules de F', noté S(F') est
défini par induction :
> si F' est atomique, alors on définit S(F') = {F'};
>si F'=F) @ Fy (avec @ qui est V, — ou A) alors on défi-
nit S(F) = S(Fy) US(Fy) U{F};
> si F'==Fp, ou F = QuF; avec Q € {V, 3}, alors on définit
S(F) =S(F,) U{F}.
C’est ’ensemble des formules que 1’on voit comme des sous-arbres
de 'arbre équivalent a la formule F'.

Définition 2.7. > La taille d’'une formule, est le nombre de
connecteurs (—, V, A, =), et de quantificateurs (V, 3).

> La racine de ’arbre est

rien su la formule est atomique ;

— «@»si F = F @ Fy avec @ un connecteur (binaire
ou unaire) ;

~ «Q»si F=Qux F} avec Q un quantificateur.

Définition 2.8. > Une occurrence d’une variable est un en-
droit ou la variable apparait dans la formule (i.e. une feuille
étiquetée par cette variable).

> Une occurrence d’une variable est liée si elle se trouve dans
une sous-formule dont l'opérateur principal est un quanti-
ficateur appelé a cette variable (i.e. un Vo F’ ou un 3z F”).

> Une occurrence d’une variable est libre quand elle n’est pas
liée.

> Une variable est libre si elle a au moins une occurrence libre,
sinon elle est liée.

2. En dehors de %,,s, en tout cas.
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Remarque 2.6. On note F(z1,...,x,) pour dire que les variables
libres sont F' sont parmi {x1,...,%,}.

Définition 2.9. Une formule est close si elle n’a pas de variables
libres.

Définition 2.10 (Substitution). On note F[x := t]| la formule ob-
tenue en remplagant toutes les occurrences libres de x par ¢, apres
renommage éventuel des occurrences des variables liées de F' qui
apparaissent dans .

Définition 2.11 (Renommage). On donne une définition infor-
melle et incomplete ici. On dit que les formules F' et G sont
a-équivalentes si elle sont syntaxiquement identiques a un re-
nommage pres des occurrences liées des variables.

Exemple 2.8. On pose

F(z,z) =Yy (r*xy=y*2) AVx (z*xx=1),

et alors
> F(z,2)=Flx =2z =Vy(zxy=y*2) AVx (zxz=1);
> F(y™,z) = Flz .= y™] = Vu(y 1%u = uxz) AVz(zxz = 1).

On a procédé a un renommage de y a u.

2.3 Les démonstrations en déduction natu-
relle.

Définition 2.12. Un séquent est un coupe noté I' - F (ou I se lit
« montre » ou « these ») tel que I' est un ensemble de formules
appelé contexte (i.e. 'ensemble des hypotheses), la formule F' est
la conséquence du séquent.
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Remarque 2.7. Les formules ne sont pas nécessairement closes.
Et on note souvent I' comme une liste.

Définition 2.13. On dit que I' = F est prouvable, démontrable ou
dérivable, s’il peut étre obtenu par une suite finie de regles (c.f.
ci-aprés). On dit qu'une formule F' est prouvable si ) = F est.

Définition 2.14 (Reégles de la démonstration). Une regle s’écrit

prémisses : des séquents

- - nom de la regle
conclusion : un séquent .

Axiome.
—— ax
AEFA
Affaiblissement.
A
——— aff
IBFA
Implication.
A B r'-A—>B TFHA 5
———— i —re
'HrA— B I'+B
Conjonction.
'-A T'HB A 'FAANB ., THFAAB e
r'-AAB ' TFA ¢ TFB °©

Disjonction.
A Ve '-B \d

'FAVB ' T'FAVB

4
e

'-AvB T,ARC F,BI—CV
r-c
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Négation.
AFL ~ T'HA TEH-A
r--4 Nl )
Absurdité classique.
I-AF L
-4 ~—°

(En logique intuitionniste, on retire ’hypotheése = A dans la
prémisse. )
Quantificateur universel.

si z n’est pas libre F |_ A
dans les formules de T’ F l_ v$ A

quitte & renommer les F l_ Vl’ A

variables liées de A qui

apparaissent dans t P }— A[CC — t]
Quantificateur existentiel.

'F Alz :=t]
F'-3dz A

I'~3zA T,AFC
avec z ni libre dans C' ou 3
d les f¢ les de I'
ans les rormules e F |_ C

e

3. Aussi appelée modus ponens
4. C’est un raisonnement par cas

- 20/20 -



	Le calcul propositionnel.
	Syntaxe.
	Sémantique.

	La logique du premier ordre.
	Les termes.
	Les formules.
	Les démonstrations en déduction naturelle.


