
Logique modale pour
systèmes de transitions.

1 Modèle de Kripke.
Dans un système de transition TS = (S,Act,→, I,AP, L), on diffé-
rencie

. la partie transitions K = (S,Act,→) ;

. la partie logique M = (K,AP, L) ;

. la partie structure « pointée » (M, I).

Définition 1. Une structure de Kripke (sur AP) est de la forme

K = (S,Act,→).

Un modèle de Kripke sur Act et AP est de la forme

M = (K,AP, L)

où K est une structure de Kripke sur Act.

2 Logique de Hennessy-Milner.
Fixons Act et AP.
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Définition 2. On définit les formules de la logique HML par :

φ, ψ ::= a a ∈ AP
| φ ∧ ψ | >
| φ ∨ ψ | ⊥
| ¬φ
| 〈α〉︸︷︷︸φ | [α]︸︷︷︸φ α ∈ Act.

Définition 3. Pour M = (S,Act,→,AP, L), on définit JφK ∈
℘(S) par induction sur φ :

. JaK := {s ∈ S | a ∈ L(s)} ;

. J>K := S ;

. J⊥K := ∅ ;

. Jφ ∧ ψK := JφK ∩ JψK ;

. Jφ ∨ ψK := JφK ∪ JψK ;

. J¬φK := ℘(S) \ JφK ;

. J〈α〉φK := {s ∈ S | ∃s′ ∈ S, s α−→ s′ et s′ ∈ JφK} ;

. J[α]φK := {s ∈ S | ∀s′ ∈ S, s α−→ s′ implique s′ ∈ JφK} ;

Notation. On note s 
 φ si s ∈ JφK.

Définition 4. Soient Act, AP et soit φ une formule HML.

1. Pour M = (S,Act,→,AP, L), on dit que s ∈ S satisfait
φ si s 
 φ.

2. On dit que φ est valide dans M = (S,Act,→,AP, L), que
l’on note M |= φ, si

∀s ∈ S, s 
 φ.
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3. On dit que φ est valide, que l’on note |= φ, si φ est valide
dans tout modèle M .

Exemple 1 (Logique LML.). Soit Act = 1 = {•}. Soit

M((2AP)ω) := (S,1,→,AP, L)

où

. S = (2AP)ω ;

. pour tout σ, on a que σ •−→ σ � 1 ;

. L(σ) = σ(0).

On a
σ 
 〈•〉φ ⇐⇒ σ � 1 
 φ ⇐⇒ φ 
 [•]φ,

donc 〈•〉 et [•] correspondent ainsi à la modalité « next ».

De plus, sur ce système, on a σ ∼ s′ ssi σ = σ′.

3 Équivalences logiques.

3.1 Équivalences logiques pour les formules.

Définition 5. Soient AP, Act, et soient φ, ψ des formules. On
note φ ≡ ψ ssi

∀M = (S,Act,→,AP, L), Jφ = ψK,

autrement dit ∀M, ∀s ∈ S, s 
 φ ⇐⇒ s 
 ψ.

Lemme 1. On a que [α]− et 〈α〉− sont duaux par De Morgan :

[α]φ ≡ ¬〈α〉¬φ et 〈α〉φ ≡ ¬[α]¬φ.
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De plus, comme 〈α〉− est défini comme quantification existen-
tielle, on a

〈α〉(φ ∨ ψ) ≡ 〈α〉φ ∨ 〈α〉ψ et 〈α〉⊥ ≡ ⊥.

De même, comme [α]− est défini comme quantification univer-
selle, on a

[α](φ ∧ ψ) ≡ [α]φ ∧ [α]ψ et [α]> ≡ >.

3.2 Équivalences logiques pour les états.

Définition 6. Soient Act et AP. On se donne M1, et M2 deux
modèles de Kripke. Pour s1 ∈ S1 et s2 ∈ S2, on note

s1 ≡ s2 ssi ∀φ, s1 
 φ ⇐⇒ s2 
 φ.

Remarque 1. On aurait pu définir une telle équivalence pour
LML, mais on aurait que σ1 ≡ σ2 ssi σ1 = σ2, ce qui n’est pas très
intéressant. Avec des modèles de Kripke et la logique HML, on a
des états différents qui sont équivalents.

Théorème 1. Si s1 ∼ s2 alors s1 ≡ s2.

Preuve. Par induction sur φ, on montre que

s1 ∼ s2 =⇒ (s1 
 φ ⇐⇒ s2 
 φ).

Cas de a ∈ AP. Si s1 ∼ s2 alors L1(s1) = L2(s2) donc s1 
 a ssi
s2 
 a.

Cas de − ∧−, − ∨−, >, ⊥, et ¬−. On applique l’hypothèse
d’induction et/ou l’hypothèse s1 ∼ s2, et on conclut.

Cas de 〈α〉−. Supposons s1 ∼ s2. Supposons s1 
 〈α〉φ. Il existe
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donc s′
1 tel que s1

α−→ s′
1 et s′

1 
 φ. Par bisimulation

s1 s2

s′
1 s′

2

α

∼

α

∼

,

il existe donc s′
2 tel que s2

α−→ s′
2 et s′

1 ∼ s′
2. Donc, par

hypothèse d’induction, on a que s′
2 
 φ. On a donc s2 


〈α〉φ. On procédant de même dans l’autre cas, on a bien
que

s1 
 〈α〉φ ⇐⇒ s2 
 〈α〉φ.

Cas de [α]−. On a que [α]φ ≡ ¬〈α〉¬φ.

4 Propriété de Hennessy-Milner.

Remarque 2 (Question). Est-ce que s1 ≡ s2 implique s1 ∼ s2 ?
Autrement dit, est-ce que ≡ est une bisimulation ?

La réponse est non en général.

Exemple 2. Considérons les système de transitions suivants.
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s1

. ..

s2

. ..

· · ·

On remarque que s1 � s2 mais s1 ≡ s2 (la logique HML ne peut
« voir » qu’à une profondeur finie).

Définition 7. Une classe M de modèles a la propriété de
Hennessy-Milner si, dans M, l’équivalence ≡ entre états est
une bisimulation.

Définition 8. Soit K = (S,Act,→) alors, pour α ∈ Act et s ∈ S,
on note

Succα(s) := {s′ ∈ S | s α−→ s′}.
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Définition 9. Un modèle de Kripke M est dit à image finie si,
pour tout s ∈ S et α ∈ Act, l’ensemble Succα(s) des successeurs
de s par une action α fixée est finie.

Proposition 1 (Hennessy-Milner). La classe des modèles à image
finie a la propriété de Hennessy-Milner.

5 Saturation modale.

Définition 10. Soit M = (S,Act,→,AP, L).

1. Soient T ⊆ S et Φ ⊆ HML. On dit que Φ est satisfiable dans
T s’il existe s ∈ T tel que pour tout φ ∈ Φ, on a s 
 φ.

2. Soient T ⊆ S et Φ ⊆ HML. On dit que Φ est finiement
satisfiable dans T si, tout Ψ ⊆fin Φ est satisfiable dans T ,
autrement dit

∀Ψ ⊆fin Φ ∃s ∈ T s 

∧

Ψ.

3. On dit que M est modalement saturée si, pour tout s ∈ S,
tout α ∈ Act et tout Φ ⊆ HML tel que Φ est finiement sa-
tisfiable dans Succα(s) alors Φ est satisfiable dans Succα(s),
autrement dit

∀s ∈ S, ∀α ∈ Act,∀Φ ⊆ HML,Ü
∀Ψ ⊆fin Φ ∃s′ α←− s s′ 


∧ Ψ=⇒

∃s′ α←− s ∀φ ∈ Φ s′ 
 φ

ê
.

Proposition 2. Si M1 et M2 sont modalement saturés alors ≡
entre S1 et S2 est une bisimulation.
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Preuve. Soient s1 ≡ s2.

1. On a bien L1(s1) = L2(s2).

2. Supposons s1
α−→ s′

1. On pose Φ = {φ | s′
1 
 φ}. Soit Ψ ⊆fin

Φ quelconque. On a s1 
 〈α〉∧ Ψ donc s2 
 〈α〉∧ Ψ. Il
existe donc s′

2
α←− s2 telle que s′

2 

∧ Ψ. Par saturation

modale (de M2), il existe s′
2

α←− s2 tel que, pour tout φ ∈ Φ,
s′

2 
 φ. Autrement dit, on a bien :

s1 s2

s′
1 s′

2

α

≡

α

≡

.

3. Symétriquement.

Proposition 3. Si M est à image finie alors M est modalement
saturé.

Preuve. Soit s ∈ S, α ∈ Act, et Φ ⊆ HML. Supposons que Φ
finiement saturé dans Succα(s). Par l’absurde, supposons

∀t α−→ s ∃φt ∈ Φ t 1 φt.

On pose
Ψ := {φt | t ∈ Succα(s)} ⊆fin Φ.

Il existe donc t α←− s tel que t 
 ∧ Ψ, donc t 
 φt. Absurde.

6 Algèbres de Boole avec opérateurs.
Soit L(HML) = {[φ]≡ | φ ∈ HML}. On notera dans la suite φ pour
[φ]≡. Comme pour le Homework, on a que (L(HML),≤) est une algèbre
de Boole où φ ≤ ψ ssi φ ∧ ψ ≡ φ.
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Pour un modèle de Kripke M , on a que (℘(M),⊆) est une algèbre de
Boole et

J−K : L(HML) −→ ℘(S)
[φ]≡ 7−→ JφK

est un morphisme d’algèbres de Boole.

Lemme 2. Soit M un modèle de Kripke. On a que

J〈α〉K : ℘(S) −→ ℘(S)
A 7−→ {s | ∃s′ α←− s s′ ∈ A}

est un morphisme de ∨-semi-treillis, et on a J〈α〉φK = J〈α〉K(JφK).

De même, on a que

J[α]K : ℘(S) −→ ℘(S)
A 7−→ {s | ∀s′ α←− s s′ ∈ A}

est un morphisme de ∧-semi-treillis, et on a J[α]φK = J[α]K(JφK).

Lemme 3. On a que

〈α〉 : L(HML) −→ L(HML)
[φ]≡ 7−→ [〈α〉φ]≡

est un morphisme de ∨-semi-treillis et

[α] : L(HML) −→ L(HML)
[φ]≡ 7−→ [[α]φ]≡

est un morphisme de ∧-semi-treillis

On a J[α]K = J〈α〉K∂ et [α] = 〈α〉∂ avec la notation définie ci-après.
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Définition 11. Pour f : B → B′ où B,B′ sont deux algèbres de
Boole, on note

f∂ : B −→ B′

a 7−→ ¬′f(¬a).

C’est le dual par De Morgan de f .

Lemme 4. Pour f : B → B′ où B,B′ sont deux algèbres de
Boole,

1. on a (f∂)∂ = f ;

2. si f est un morphisme de ∨-semi-treillis alors f∂ est un
morphisme de ∧-semi-treillis ;

3. si f est un morphisme de ∧-semi-treillis alors f∂ est un
morphisme de ∨-semi-treillis ;

4. si f est un morphisme de treillis alors f∂ = f .

Remarque 3. Dans LML, on a une modalité qui est auto duale
car morphisme de treillis.

Définition 12 (BAO). Une algèbre de Boole avec opérateurs
(BAO) est de la forme

(B,≤, (fα)α∈Act)

où (B,≤) est une algèbre de Boole et fα : B → B est un mor-
phisme de ∨-semi-treillis pour tout α ∈ Act.

Exemple 3. On a que L(HML)+ := (L(HML),≤, (〈α〉)α∈Act) est
une algèbre de Boole avec opérateurs.
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Exemple 4. Pour L = (S,Act,→) une structure de Kripke, alors

K+ :=
(
℘(S),⊆, (J〈α〉K)α∈Act

)
est une algèbre de Boole avec opérateurs.

7 Structures ultrafiltres.

Définition 13. Soit (B,≤, (fα)α∈Act) une algèbre de Boole avec
opérateurs. On définit

Uf(B) := (Sp(B),Act,→),

où F
α−→ H ssi pour tout b ∈ B, b ∈ H implique fα(b) ∈ F.

Lemme 5. On a F
α−→ H ssi pour tout b ∈ B, f∂

α(b) ∈ F implique
b ∈ H.

Preuve. (Idée) Supposons F
α−→ H. Soit b ∈ B. Par contraposée,

supposons b 6∈ H. On a donc ¬b ∈ H et donc fα(¬b) ∈ F. Mais,
fα(¬b) = ¬f∂

α(b) et donc f∂
α(b) 6∈ F.

Réciproquement, supposons F 6 α−→ H. Il existe donc b ∈ B tel que
b ∈ H et fα(b) 6∈ F. Donc ¬fα(b) = f∂

α(¬b) ∈ F et ¬b 6∈ H.

7.1 Extensions d’ultrafiltres aux modèles de Kripke.

Soit M = (S,Act,→,AP, L).

Remarque 4. Soit X un ensemble.

. Un filtre (propre) sur X est un filtre (propre) sur (℘(X),⊆).

. Un ultrafiltre sur X est un ultrafiltre sur (℘(X),⊆).

. SiG ⊆ ℘(X) qui a la propriété des intersections finies (finite
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intersection property) alors⋂
{E | E filtre propre et E ⊇ G }

est un filtre propre.

. Si G ⊆ ℘(X) a la propriété des intersections finies alors il
existe un ultrafiltre F sur X tel que G ⊆ F.

. Pour tout x ∈ X, on définit

π(x) := {A ∈ ℘(X) | x ∈ A}

est l’ultrafiltre principal induit par x. On a que

π : X → Uf(X) =: Sp(℘(X),⊆).

Remarque 5. La fonction de labelling L : S → 2AP peut être
décrite par V : AP→ 2S.

Définition 14. Soit M = (S,Act,→,AP, L) un modèle de
Kripke. L’extension ultrafiltre de M est

Uf(M) = (Uf(S),Act,→︸ ︷︷ ︸
(S,Act,→)+

,AP, L′),

où L′ : Uf(S)→ 2AP est générée par

V ′ : AP −→ 2Uf(S)

a 7−→ {F | V (a) ∈ F}.

Remarque 6. Dans Uf(M) les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

. F
α−→ H
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. pour tout A ∈ ℘(S), A ∈ H implique J〈α〉K(A) ∈ F;

. pour tout A ∈ ℘(S), J[α]K(A) ∈ F implique A ∈ H.

Remarque 7. Si M est fini alors

. π : S → Uf(S) est une bijection ;

. π(s) α−→ π(t) ssi s α−→ t ;

. L′(π(s)) = L(s).

Proposition 4. Pour tout F∈ Uf(S), et tout φ une formule HML,
on a

JφK ∈ F︸ ︷︷ ︸
dans M

⇐⇒ F
 φ︸ ︷︷ ︸
dans Uf(M)

.

Preuve. On procède par induction sur φ.

Cas a ∈ AP. Par définition de Uf(M), on a F
 a ssi JaK ∈ F.

Cas − ∨−, − ∧−, ¬−, >, ⊥. Vu dans le Homework, partie II.

Cas 〈α〉−. On montre que F
 〈α〉φ ⇐⇒ J〈α〉K(JφK) ∈ F.

. « =⇒ ». Si F α−→ H tel que H 
 φ alors, par hypo-
thèse d’induction JφK ∈ H et donc J〈α〉K(JφK) ∈ F.

. « ⇐= ». Supposons J〈α〉K(JφK) ∈ F. On va montrer
qu’il existe H tel que F

α−→ H et JφK ∈ H. On va
utiliser le lemme de l’ultrafiltre. Soit

H :=

A ∩ JφK

∣∣∣∣∣∣
A ∈ ℘(S)

et
J[α]K(A) ∈ F

.
1. Remarquons que H est stable par intersections

binaires : si A1 ∩ JφK, A2 ∩ JφK ∈ H alors (A1 ∩
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A2) ∩ JφK ∈ H car J[α]K(A1), J[α]K(A2) ∈ F et
donc

J[α]K(A1 ∩ A2) = J[α]K(A1) ∩ J[α]K(A2) ∈ F.

2. De plus, on a que ∅ 6∈ H. En effet, soit A∩JφK ∈ H
alors

J〈α〉φK ∩ J[α]K(A) 6= ∅

(intersection de deux éléments de F), il existe
donc s ∈ S tel que s 
 〈α〉φ et pour tout s′ α←− s,
on a s′ ∈ A. Donc A 6= ∅ (car il existe s′ α←− s).

3. On a S ∩ JφK ∈ H car J[α]K(S) = S ∈ F.

Donc H a la propriété des intersections finies, et par
le lemme de l’ultrafiltre, il existe H ∈ Uf(S) tel que
H ⊇ H. De plus, on a F

α−→ H car, pour tout A ∈
℘(S), J[α]K(A) ∈ F implique A∩JφK ∈ H qui implique
A ∈ H. On a aussi JφK ∈ Hcar S∩JφK ∈ H. Ainsi, par
hypothèse d’induction, on a H
 φ et donc F
 〈α〉φ.

Cas [α]−. Par dualité.

Corollaire 1. Soit φ une formule HML. Pour tout s ∈ S, on a

s 
 φ ⇐⇒ s ∈ JφK ⇐⇒ JφK ∈ π(s).

De plus,

M |= φ ⇐⇒ JφK = S ⇐⇒ Uf(M) |= φ.

Proposition 5. L’extension ultrafiltre Uf(M) de M est modale-
ment saturée. En particulier, étant donnés M1 et M2 deux mo-
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dèles de Kripke, on a

s1 ≡ s2 ⇐⇒ π(s1) ≡ π(s2) ⇐⇒ π(s1) ∼Uf(M) π(s2).
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