Logique modale pour
systemes de transitions.

1 Modeéle de Kripke.

Dans un systeme de transition T'S = (S, Act, —, I, AP, L), on diffé-
rencie

> la partie transitions K = (S, Act,—);
> la partie logique M = (K,AP,L);
> la partie structure « pointée » (M,I).

Définition 1. Une structure de Kripke (sur AP) est de la forme

K = (S, Act,—).

Un modéle de Kripke sur Act et AP est de la forme

M = (K,AP, L)

ou K est une structure de Kripke sur Act.

2 Logique de Hennessy-Milner.

Fixons Act et AP.
I
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Définition 2. On définit les formules de la logique HML par :

o, = a a€ AP
[oAY [T
¢V | L
| ¢
| (@) & [a] ¢ a € Act.

~— ~—
O O

Définition 3. Pour M = (S, Act,—,AP, L), on définit [¢] €
©(S) par induction sur ¢ :

> Ja] :={seS|aeL(s)};

> [T]:=5;

> [L] = 0;

> o Ayl = el N [¥l;

> o vyl = el Ulvl;

> [=¢] == p(S) \ [¢];

> [{a)g] :={s€S|3s' € S,s > s etse[d]};

> [[a]g] :=={s € S|Vs €8S,s= s implique s’ € [¢]};

Notation. On note s I ¢ si s € [¢].

Définition 4. Soient Act, AP et soit ¢ une formule HML.

1. Pour M = (S, Act,—, AP, L), on dit que s € S satisfait
¢ si sk .

2. On dit que ¢ est valide dans M = (S, Act, —, AP, L), que
I'on note M = ¢, si

Vse S, sl o.
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3. On dit que ¢ est valide, que 'on note = ¢, si ¢ est valide
dans tout modele M.

Exemple 1 (Logique LML.). Soit Act =1 = {e}. Soit
M((2%%)*) == (S,1,—, AP, L)
ou
> S = (2AF);
> pour tout o, onaquealﬂf ['1;
> L(o) = a(0).

On a
olF (8¢ <= o [1lF¢ < ¢IF[o]0,

donc (e) et [o] correspondent ainsi a la modalité O « next ».

De plus, sur ce systeme, on a o ~ s’ ssi 0 = o’.

3 Equivalences logiques.

3.1 Equivalences logiques pour les formules.

Définition 5. Soient AP, Act, et soient ¢, des formules. On
note ¢ = 1 ssi

VM = (S,Act,—, AP, L), [¢=1],

autrement dit VM,Vs € S, sk ¢ < sl .

Lemme 1. On a que [a]— et (a)— sont duaux par De Morgan :

[0l¢ = ~(a)=¢ et (a)p = —[a]-¢.
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De plus, comme (a)— est défini comme quantification existen-
tielle, on a

(@) (@Vy)=(a)pVin)y et (o)l=L

De méme, comme [a]— est défini comme quantification univer-
selle, on a

[el(¢ny) =laloAlaly et [a] T=T.

3.2 Equivalences logiques pour les états.

Définition 6. Soient Act et AP. On se donne M, et M, deux
modeles de Kripke. Pour s; € S; et s € S5, on note

$1 = S9 ssi Vo, s1lFo < syl ¢.

Remarque 1. On aurait pu définir une telle équivalence pour
LML, mais on aurait que oy = 04 ssi 01 = 09, ce qui n’est pas tres
intéressant. Avec des modeles de Kripke et la logique HML, on a
des états différents qui sont équivalents.

Théoreme 1. Si s; ~ s9 alors s; = ss.
Preuve. Par induction sur ¢, on montre que
S1 ™~ S — <81H_¢ — S2H_(b)

Cas de a € AP. Si 51 ~ s9 alors Li(s1) = La(s2) donc s; I a ssi
Sy IF a.

Casde —A—, —V—, T, 1, et =—. On applique I'hypothese
d’induction et/ou ’hypothese s; ~ sq, et on conclut.

Cas de (a)—. Supposons s; ~ sy. Supposons s; IF (a)¢. 1l existe
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donc s} tel que s; = s} et s| I ¢. Par bisimulation

S1 52

|

I
\La }CM7

~
sy - g,

il existe donc s, tel que sy — s, et s, ~ s,. Donc, par
hypothese d’induction, on a que s I ¢. On a donc ss I
(a)¢. On procédant de méme dans l'autre cas, on a bien
que

s1 IF <Oé>¢ > 5o I <CY>¢

Cas de [o]—. On a que [a]¢ = —(a)—¢.

4 Propriété de Hennessy-Milner.

Remarque 2 (Question). Est-ce que s; = sy implique s ~ $97
Autrement dit, est-ce que = est une bisimulation ?

La réponse est non en général.

Exemple 2. Considérons les systeme de transitions suivants.
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On remarque que $; » sy mais s; = s2 (la logique HML ne peut
« voir » qu’a une profondeur finie).

Définition 7. Une classe 9 de modeles a la propriété de
Hennessy-Milner si, dans 91, 1’'équivalence = entre états est
une bisimulation.

Définition 8. Soit K = (S, Act, —) alors, pour a € Act et s € S,
on note

Succ®(s) :={s' € S| s> s}
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Définition 9. Un modele de Kripke M est dit @ image finie si,
pour tout s € S et a € Act, 'ensemble Succ®(s) des successeurs
de s par une action « fixée est finie.

Proposition 1 (Hennessy-Milner). La classe des modeles a image
finie a la propriété de Hennessy-Milner.

5 Saturation modale.

Définition 10. Soit M = (S, Act,—, AP, L).

1. Soient T'C S et ® C HML. On dit que ® est satisfiable dans
T s’il existe s € T tel que pour tout ¢ € ®, on a s I+ ¢.

2. Soient T" C S et & C HML. On dit que ® est finiement
satisfiable dans T si, tout ¥ Cg, P est satisfiable dans T,
autrement dit

VWU Cq, @ dseT SH—/\\I/.

3. On dit que M est modalement saturée si, pour tout s € S,
tout a € Act et tout ® C HML tel que ® est finiement sa-
tisfiable dans Succ®(s) alors @ est satisfiable dans Succ®(s),
autrement dit

Vs € S,Va € Act,V® C HML,
YU Can @ I8 Es SIFAT

J

Is' & s Voed sl-g

Proposition 2. Si M; et M, sont modalement saturés alors =
entre S; et Sy est une bisimulation.
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Preuve. Soient s; = ss9.
1. On a bien Ly(s1) = Lo(s2).

2. Supposons s; — s}. On pose ® = {¢ | s} IF ¢}. Soit ¥ Cg,
® quelconque. On a s; IF (a) AV donc sy IF () AW. 11
existe donc s, < s, telle que s}, I- A U. Par saturation
modale (de M,), il existe s}, < s, tel que, pour tout ¢ € P,
s I ¢. Autrement dit, on a bien :

51 59
|

la e
~N

g = g

3. Symétriquement.

]

Proposition 3. Si M est a image finie alors M est modalement
saturé.

Preuve. Soit s € S, a € Act, et & C HML. Supposons que
finiement saturé dans Succ®(s). Par I'absurde, supposons

ViS5 s o, €@ tK ¢

On pose
U= {¢; | t € Succ®(s)} Can .

Il existe donc t <= s tel que t I AU, donc t I ¢,. Absurde. [

6 Algebres de Boole avec opérateurs.

Soit L(HML) = {[¢]= | ¢ € HML}. On notera dans la suite ¢ pour
[¢]=. Comme pour le Homework, on a que (£(HML), <) est une algebre
de Boole ot ¢ < ssi ¢ A = ¢.
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Pour un modele de Kripke M, on a que (p(M), C) est une algebre de
Boole et

[=]: £(HML) — ©(S5)
[¢l= — [4]

est un morphisme d’algebres de Boole.

Lemme 2. Soit M un modele de Kripke. On a que
[(a)] = p(5) — ©(5)

Ar—{s|3s s e A}

est un morphisme de V-semi-treillis, et on a [(a)¢] = [{a)]([#])-
De méme, on a que
[la]] - p(S) — o(S)

A {s|Vs' & s s e A

est un morphisme de A-semi-treillis, et on a [[a]¢] = [[o]]([¢])-
H

Lemme 3. On a que

(@) : £(HML) — £(HML)
[8]= — [{)¢]=

est un morphisme de V-semi-treillis et

[a] : £(HML) — £(HML)
[¢l= — [[a]d]=
est un morphisme de A-semi-treillis

On a [[a]] = [{a)]? et [a] = (a)? avec la notation définie ci-apres.
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Définition 11. Pour f: B — B’ ou B, B’ sont deux algebres de
Boole, on note

f°:B— B
a+— = f(=a).

C’est le dual par De Morgan de f.

Lemme 4. Pour f : B — B’ ou B, B’ sont deux algebres de
Boole,

L. ona (f%)° = f;

2. si f est un morphisme de V-semi-treillis alors f? est un
morphisme de A-semi-treillis;

3. si f est un morphisme de A-semi-treillis alors f? est un
morphisme de V-semi-treillis;

4. si f est un morphisme de treillis alors f? = f.

Remarque 3. Dans LML, on a une modalité O qui est auto duale
car morphisme de treillis.

Définition 12 (BAO). Une algébre de Boole avec opérateurs
(BAO) est de la forme

<B7 S, (fa)aeAct)

ou (B, <) est une algebre de Boole et f, : B — B est un mor-
phisme de V-semi-treillis pour tout o € Act.

Exemple 3. On a que £(HML)T := (£(HML), <, ({@))acAct) €st
une algebre de Boole avec opérateurs.
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Exemple 4. Pour L = (S, Act, —) une structure de Kripke, alors

Kt = (p(s), <, ([[<04>]])aeAct)

est une algebre de Boole avec opérateurs.

7 Structures ultrafiltres.

Définition 13. Soit (B, <, (fa)acact) une algébre de Boole avec
opérateurs. On définit

ﬂf(B) = (SP(B)7 ACt? _>)a

ot F % ¥ ssi pour tout b € B, b € # implique f,(b) € F.

Lemme 5. Ona % % % ssipour tout b € B, f2(b) € F implique
be#.

Preuve. (Idée) Supposons F = #. Soit b € B. Par contraposée,
supposons b € #. On a donc —b € # et donc f,(—b) € F. Mais,

fa(=b) = ~f2(b) et done fI(b) & F.

Réciproquement, supposons F 2 . Il existe donc b € B tel que
be# et fo(b) € F. Donc —f,(b) = fo(-b) e F et ~bg #H. O

7.1 Extensions d’ultrafiltres aux modeéles de Kripke.

Soit M = (S, Act, —, AP, L).

Remarque 4. Soit X un ensemble.
> Un filtre (propre) sur X est un filtre (propre) sur (p(X), C).
> Un wiltrafiltre sur X est un ultrafiltre sur (p(X), C).

> SiG C p(X) quiala propriété des intersections finies (finite
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intersection property) alors
(Y E | E filtre propre et £ D G }

est un filtre propre.

> Si G C p(X) a la propriété des intersections finies alors il
existe un ultrafiltre &F sur X tel que G C &F.

> Pour tout x € X, on définit
7(2) = {A € p(X) |z € A}
est Vultrafiltre principal induit par x. On a que
75 X = $6(X) = Sp(p(X), ).

Remarque 5. La fonction de labelling L : S — 2F peut étre
décrite par V : AP — 25,

Définition 14. Soit M = (S,Act,—,AP,L) un modele de
Kripke. L’extension ultrafiltre de M est

UF(M) = (UF(S), Act, =, AP, L),
—— —
(S,Act,—)*

ott L' : Uf(S) — 2AF est générée par

V' AP — 24
ar— {F | V(a) € F}.

Remarque 6. Dans Uf(M) les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

> FSH
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> pour tout A € p(S5), A € # implique [(a)](A) € F;
> pour tout A € p(5), [[o]](A) € F implique A € #.

Remarque 7. Si M est fint alors
> oS — Uf(S) est une bijection;
> m(s) = m(t) ssis = t;

> L'(7(s)) = L(s).

Proposition 4. Pour tout F € Uf(S), et tout ¢ une formule HML,
on a

[¢] e F <— FIFo.
—— ~——

dans M dans (M)
Preuve. On procede par induction sur ¢.
Cas a € AP. Par définition de Uf(M), on a F I a ssi [a] € F.
Cas —V—, —AN—, =—, T, L. Vudans le Homework, partie II.
Cas (@)—. On montre que F I (a)¢p <= [(a)]([¢]) € F.

>« = ». SiF S K tel que # |- ¢ alors, par hypo-
these d’induction [¢] € # et donc [(o)]([¢]) € F.

> « <= ». Supposons [()]([¢]) € F. On va montrer
qu'il existe # tel que F = # et [¢] € #. On va
utiliser le lemme de 'ultrafiltre. Soit

A € p(9)

H:=<¢ An[q] et
[la]l(A) € F

1. Remarquons que H est stable par intersections
binaires : si A; N [¢], A2 N [¢] € H alors (A1 N
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glz) Nlgl € H car [[o]](A1), [[o]](A2) € F et

[l (A1 N A2) = [[a]](A1) N[[e]] (A2) € F.
2. Deplus, ona que ) ¢ H. En effet, soit AN[¢] € H

alors
[ee] N [[]](A) # 0

(intersection de deux éléments de &), il existe
donc s € S tel que s IF (a)¢ et pour tout s’ < s,
on a s’ € A. Donc A # () (car il existe s’ < s).

3. Ona SN[¢] € H car [[a]](S) =S € F.

Donc H a la propriété des intersections finies, et par
le lemme de l'ultrafiltre, il existe # € Uf(S) tel que
H O H. De plus, on a F 5 H car, pour tout A €
0(9), [[a]](A) € F implique AN[¢] € H qui implique
A e F. Onaaussi[¢] € # car SN[¢] € #. Ainsi, par
hypothese d'induction, on a # I+ ¢ et donc F IF () ¢.

Cas [a]—. Par dualité.

Corollaire 1. Soit ¢ une formule HML. Pour tout s € S, on a
sl-¢ = sel¢] < [¢] €n(s).
De plus,
ME¢ — [¢] =S < (M) = ¢.

Proposition 5. L’extension ultrafiltre Uf(M) de M est modale-
ment saturée. En particulier, étant donnés M; et M, deux mo-
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deles de Kripke, on a

51 =8y <= m(s1) =7(s2) = w(s1) ~yjm) T(52).
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