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Premiére partie

Sommes



Sommes

REMARQUE (Notation):
Soit (un)nen une suite de nombres complexes. Pour p < ¢ € IN, on note

le nombre up + upt+1 + - + uq.

Par convention,

EXEMPLE:

Proposition:

Preuve:
Soit n € IN.

Alors,

Proposition:
¢ : [p,q] = [r, s] une bijection (i.e. Vy € [r, s],3'z € [p, q], ¢(z) = y).

n
Vneﬂ\l*,zk:1+2+...+n:n
k=1

m_/

Soit (un)nen une suite de nombres complexes.

n n
VnG]N,Zuk — Zun,k
k=0 k=0

n
Zun—k =Up +Un—-1+Un—2+ -+ U
k=0

=uo fur tu2+ -+ un

n
=D _u
k=0

Soient (un)nen une suite de nombres complexes, (p,q,r,s) € N* et

S aq
DUk =D Uph)-
k=r k=p



I Sommes

Preuve:

q
Z Up(k) = Up(p) T Up(p+1) T F Up(q)
k=p

S
Zuk =Ur +Urg1 + ot Us
k=r
Comme ¢ est bijective, chaque terme uy avec k € [r, s| apparait une fois et une seule
fois dans la somme
Ug(p) T Up(p+1) T+ Up(g)-

Ainsi, les deux sommes sont identiques. O
EXEMPLE:
On pose
1
Vke N,up = ——.
S T
On pose également ¢ : [1,5] — [—1, 3] : une bijection.
Alors,
3
11 1 1 .
= k—4 5 4 3 2
et
i“ LS SUN B R
&) =
D T oM~ w2 -4 p(B3) =4 p@) -4 o(5)—4
1 1 1 1
SR - 1.
5 3 2
EXEMPLE:

Soit ¢ la bijection définie par

v [1,5] — [1,5]

2 sik=1
3 sik=2
k—<1 sik=3
4 sik=4
B ®&hk=5
5
;;W’ = w1 + uz + uz + us + us
= N //
5 X
D tek) = ug + uz + Ul + us + Us
=il

Proposition (téléscopage): Soit (ug)ren une suite de nombres complexes.

q
Vp<qeN, Z(Uk-u — Ug) = Ug i1 — Up.
k=p



Sommes

Preuwve: ~ METHODE 1 Soient p < q.

q

D (k1 — ug) = Uptr — Up + Upbz — UprT- - + Ugt1 — Y
k=p

= Ug+l — Up

METHODE 2 Soient p < g.

q

q q
D (upgr —ug) =D g1 — Y uk
k=p k=p

k=p

[p.a] — [p+1,g+1]

Soit ¢ : L k41 . ¢ est bijective donc
q q q+1
S =Y = 3 e
k=p k=p k=p+1
D’ou,
q q+1 q
S (uhr —uR) = Y up— Y ug
k=p k=p+1 k=p
q q
= | ug+1 + Z ug | — | up + Z Uk
k=p+1 k=p+1
= Ug+1 — Up

REMARQUE (Analogie avec le calcul intégral):

b
/ F(z) dz = £(b) — f(a).

EXEMPLE:
1
Calculer kz::l m pour n € IN*.
Soit n € IN*.
1 1 —
Wk € [1,n], _a+k -k
k(k+1) k(k+1)
k41 _ k
T k(k+1) k(k+1)
I
Tk k1
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et, par téléscopage, on obtient donc

L e

k=1

n n
71.2

Par contre, on n’a pas de formule simple pour Z — (mais on sait que Z —_— —).
k=1 k2 jmy "ot 6

EXEMPLE (& connaitre):

n n
Calculer Z k2 et Z k3 pour n € IN*,
k=1 k=1

On cherche (un)pen telle que
Vk € N* up 1 —up = k2.
On cherche donc (uy) sous la forme
Vk € N*,up = ak® + bk* + ck +d
avec (a,b,c,d) € R
Soit k € IN*.

g1 —up = alk+ 1% + bk + 12+ c(k+ 1) + 4 — ak® — bk? + ck + 4

= a(f +3k% + 3k + 1) + bZ + 2k + 1) + c(K + 1) —ak® — % — oK
=k?xa+k(Ba+2b)+(at+b+c)

On résout le systéme

1
3a =1, a:§’1
SHE: 3a+20=0, <= bzfi,
atbte 1P
2 3 6

On vient de montrer que,
x 7.2 1.5 1., 1
Vk € N*, k* = upy1 — ug avec up = gk —ik —|—gk.

Donc, par téléscopage,

n
VTLG]N*,Z]{ZQZ”LLnJrl—ul
k=1
1 1 1
:g(n+1)3—5(n+1)2+6(n+1)—%+z—%/
n+1

= (2(n+1)>=3(n+1)+1)
1
:%(2n2+4n+2—3n—3+1)
n(n—1)2n +1)

6
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Proposition: Soitn € N et q € C,

q G L sig=1
> ogF=41—gt!

k=0 1_ - simon.

Preuve:
Soit n € IN.
1.
n n n
A1-9)> ¢=>d"—-ad> ¢
k=0 k=0 k=0
n n
I
k=0 k=0
n
=> (¢ -
k=0
=7 = qn+1
Sig#1,
w B 1— qn+1
Zq 1=
k=0 q
Sig=1,

n
2. On pose, pour n € N, S, = Z qk.

k=0
On a, d’une part :
n+1
Vn €N, Sp+1 = Z " = Sn + ¢!
k=0
et d’autre part
n+1
Vn €N, Sp+1 =1+ qu =1+ qSh.
k=1

Et donc,

Vn €N, 14 qSp =Sn +¢"Tt <= 1+ (¢—1)S, =¢" !

< Sp(g—1)=¢ "t -1
n+171

4 pour g # 1.

= G =
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11 Formules & connaitre

Définition: Soient k£, n € IN. On définit “k parmi n” par

n! .
<n>:{k'(n—k)' si k< n,

0 sinon.

Proposition: Avec les notations précédentes,

() =Gl5

n n! n! n
Preuve: 1. (n B k> = (n—K)!(n— (n—k))! B (n—k)! k! - <k>
2.

n ny nl(n — k) nl(k+1)
(k + 1> N (k) T k+D)n—k—1)!(n—k) kl(n—Fk)!(k+1)
nl(n— K+ f+1)
(k+ 1)!(n — k)!
(n+1)!
(k+ 1)!(n — k)!

-G

Proposition (binéme de Newton): Soient (a,b) € €2 et n € IN. Alors

(a+b)" = i (Z)akbnfk

k=0

,{aer:O,
sauf si
n = 0.

REMARQUE (triangle de Pascal):

n =0 1

=1 1 1

n=r 1 2 1

n=3 1 3 & 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1
n=~6 1 6 15 20 15 6 1
EXEMPLE:

<

3

m

=
bl
ir:
N
> 3
S——

Il

3 (:)1’“1"*’“ =(1+1)" =2"

k=0



II

Formules & connaitre

Preuve:
Soient (a,b) € C2.
Pour tout n € IN, on pose

P(n): “(a+b)"

avec la convention Vz € C, 20 =1.

i( ) kyn—k»

k=0

— Soit n € IN. On suppose P(n) vraie. Montrons P(n + 1).

(a+b)" T = (a+b)(a+bd)"

=(a+Db) Z (:) akpn—Fk
k=0

Il Il
M 19-

k=0

On pose ¢ : [O.n] — [

Donc,

n n
55 ()t = 3
k=0 k=0

n+1

:Zuko

k=1
D’ou
n+1 -
(a+6)" =3 (
k=1

k —

n.

+
o

[
M=

(@),

"%

k

1

I
NE

ol
I
—

— Montrons P(0) (a + b)° =

k — k+1

™\ kyn—k  (n kpn—k
0<k)a b +b,§<k)a b

n
w gk tipn—Fk | akpntl—k
(o) >

+11 bijective.

)

aVn € [1I,n+1],u, = (k " 1>akb”_k+1.

)ak 4 pntl=k i akpnt1—Fk

1 k=0

 (Mara 3 (7 Janris
k=1
n)aob”“ + i (Z)akbn+1—k

)) akprtl=k 4 gntl 4 pntl

1) kpnt1—k

L 0N jok _ (0N 0p0
Z(k)ab :<O)ab:1><1><1

k=0

10



11 Formules & connaitre

Donc,

(2) aFp0—*

Me

(a+b)° =
k

0

EXEMPLE:

n
Calculer, pour tout n € IN, Z(—l)’C (:) On applique la formule du binéme de Newton avec

k=0
a=—-letb=1:

1sin=0.

Vn € N, i(*l)%:) —(—141)" = {0 sin >0,
k=0

Proposition: Soient (a,b) € C? et n € IN. Alors,

n—1
a” —b" =(a—0b) Z e pR=1=1
k=0

Preuve:

n—1 n—1 n—1
(a o b) Z ak _ Z ak+1bn—l—k + Z akbn—k
k=0 k=0 k=0

n—1
_ Z (ak+1bn—(k+1) 7(lkbn_k)
—_——— ~—
k=0 Up 41 up
= un — UQ

=a" —b"

11
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II1 Sommes doubles

EXEMPLE:
n %
5= D e
i=1j=1
1 2 3 n
S=D a1+ az;+) azj+o+) an;
j=1 j=1 j=3 j=1
= a1l
+ a21 + a22
+ a31 + a3z + as3
+an,1+"'+an,n
EXEMPLE:
n @ n
2.0 =>@-1
i=1j=1 i=1
n .
> o7 n
i=1
1—2m
=2 X —-n
1-2
=202"—1)—n
EXEMPLE:
Soit n € IN*. _
1 n ’L
s=>)" <>} Aucun sens!
j=ti=1
EXEMPLE:
Soit n € IN*.
n n /[/
s=33(;)
=l b U
On pose )
i
= (0)
VI ;
Alors,
S = a1 + a2 + + | ain
+ a2 + + | azn
+ QAnn,
% ) 3 n n
S =) O =Xem-
j=1 j=1 J j=1 j=1
=2'-1 =2" -1
Donc,

13
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1A Sommes sur un ensemble fini

Définition: Soit I un ensemble fini. Soit (a;);c; une famille de nombres complexes.

On note Z a; la somme des éléments de cette famille.
iel

EXEMPLE:
Soit I = {&, 0, &, O} On pose
ap =0
ag = —1
ag =1
agp =1+1.
Alors
da;=0-1+i+1+i=2i
jer
EXEMPLE:
Avec I = {z — 22z 2%,z — :1:4}, on pose Vi € I,a; = i(2).
Alors,
D ai=22+23 424
el
EXEMPLE:

— ZQk:zn:Qk:Q(TL—l).

ke[l,n] k=1

— 3 g7 =)
ke[l,n] 1<i<B
k pair j entier

Proposition: Soit ¢ : I — J une bijection et (a;);ecs une famille de nombres com-

plexes. Alors
Z @y = Z Qo (d)-

jeJ i€l
O
EXEMPLE:
4
E a; = E agj.
i€{2,4,6,8} j=1
EXEMPLE:

S=3_> aij= > aij
i=1 5=

g=t (@Ne{@1), . (1,n),(2,2),..0(2,0) ..o (nm) }

15
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Vv Produits

Définition: Soit (a;);es une famille de nombres complexes.

On note H a; le produit de ces éléments.
i€l

Proposition: Soit (un)nen une suit de nombres complexes non nuls. Alors

n
u Unt1
Vne]N,Hﬂ:LFA
k=0 Uk uo

REMARQUE (/\ Attention):

H()\al) = )\#I X Hai

i€l i€l

ou #1 est le nombre d’éléments de I.

17



Sixiéme partie

Rappels sur In et exp

18



VI Rappels sur In et exp

Proposition:
— Soit (a;);er une famille finie de réels strictement positifs. Alors,
In Hai = Zlnai.
iel i€l
— Soit (b;);er une famille de réels. Alors

exp Zbi = Hexp(bi).

i€l iel

REMARQUE:
Soit f: I — R* dérivable. On pose g : z — In|f(z)|.

Alors g est dérivable sur I et
f'(=@)
f(=@)

Ve e 1l,¢ (z) =

!
On dit que f7 est la dérivée logarithmique de f.

Soient f1, fo : [ — R* dérivables. Alors

(frf) _ ﬁ_,_fé

f1fa e

REMARQUE:
Soit a € R.

n fois
— Soit n € N*. Alors, a” =aXxXaxaXx- - Xa.
— SoitnEZ;.Sia;éO,alorsa":%n.
— Sia#0,a°=1et ¢
Vp,q € Z,aP x a9 = aP 19,
— Soit p € Z et a > 0.

a? = exp(InaP) = exp(plna) = P 1",

Définition: Soit a € R} et p € R. On pose aP = eP me

19
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