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Premiére partie

Trigonométrie



Trigonométrie

A
cotan(6)
- | tan(0)
sin(0) :
0\
! >
cos(0)

Définition: On définit, pour
T T
AS U ]_§+kw’§+kﬂ[
kez
<:>9€R\{g+27rk\kez}
la tangente de 0 par

sin 6
tan 6 =

cos 0

Définition: Pour 0 € U | — km, (k + 1)x[, on définit la contangente de 0 par
kEZ

Proposition: Soient (a,b) € R2.

1. cos(—a) = cos(a)

2. cos(a + 2m) = cos(a)

3. cos(a + m) = —cos(a)

4. cos(m — a) = — cos(a)

5. sin(—a) = —sin(a)

6. sin(a + 2m) = sin(a)

7. sin(a + 7) = —sin(a)

8. sin(m — a) = sin(a)

9. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
10. sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)
11. cos (g — a) = sin(a)




Trigonométrie

12. sin (5 — a) = cos(a)

Proposition: Soient a et b deux réels tels que a # g [w] et b #

1. tan(a + 7) = tan(a)
2. tan(—a) = — tan(a)
tan(a) + tan(b)

w
3. Si b=z — , alors, t b) = ————————
GRS 2 [}, alors, tan(a +b) 1 — tan(a) tan(b)

Proposition: Soit a € R.

1. Sia# g [7], alors, 1 + tan?(a) = cos;(a)
2. Sia#m [27]
1 — tan? (&
 cos(a) = L2 (5)
1+ tan (%)
2tan (%
— sin(a) = an(2)
1+ tan? (%)
. s 2tan (%)
— — t T . o5 /a\
SleeE 2 [], tan(a) = 1+ tan? (%)

T In).



Deuxiéme partie

Nombres complexes de module 1



11 Nombres complexes de module 1

Proposition: Soient (a,b) € R2.

(cos(a) +isin(a)) x (cos(b) + isin(b)) = cos(a + b) + isin(a + b)

Définition: Pour a € R, on pose €' = cos(a) + isin(a)
Ainsi, V(a,b) € R2, e x e = eilatb)

Proposition: Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0 et z1, z2 les racines de
P:z—az’>+bz+c

@ b
Alors, z1 X z9 = — et 21 + 220 = ——
a a

Proposition: Soient (a,b,c) € C3 et 21, 22, 23 les solutions de
224+ az2+bz+c=0

Alors,

212923 = —C

2122 + 2223 + 2123 = b

z1+22+23=—a

O
Proposition: Soient aj,as,...,a, des nombres complexes et z1,z2,..., 2, les solu-
tions de
2"+ ap_12"" '+ tag=1
Alors,
k
Vk € [1,n], E Ziy X Zig X oo+ X 25, = (=1)%an_k
1< Cig < S SN
n
E 2k = —Qn—1
k=1
n
k
zr = (=1)%ao
k=1
|



Troisiéme partie

Géométrie des nombres complexes



111 Géomeétrie des nombres complexes

Dans ce paragraphe, &2 dérisgne un plan euclidien muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7)

Définition: Soit M € Z2. On note (z,y) les coordonnées du point M par rapport au
repére (O, 7, 7)
L’affixe de M est le nombre

zy =x+iy € C

Soit W € P (le plan des vecteurs) et (a,b) les coordonées de .
L’affixe de W est
zz=a+1beC

Proposition: Soit (A, B) € 22 et (w1, w3) € P2

1. zzg =2B— 24

2. zwt+wz = zwt + 2w3

O
Proposition: Soit (w7, w3) € P2 avec W7 # 0 et w3 # 0
—
2@ w ZoT
Alors, | =L | = ”ﬁi” et arg (ﬂ) = (171/’,\172’)
2wy llw3 ]| 2wy —
l’angle entre w7 et w3




111 Géomeétrie des nombres complexes

Corollaire: Avec les hypothéses et notations précédentes,

-
1. wi et w3 sont collinéaires <— YL € R
Zw3
T .
L € 1R
N

2. wj et w3 sont orthogonaux <=
Zi3

- oy . — =2 . — . B
Définition: Soit w € . La translation de vecteur w est I’application
tw: P — P
M— M

! ! —
ou M’ vérifie MM'" = w

Proposition: Soit @ € & et (M, M') € 2>
M =tg(M) < zpp = 2y + 2@

N
Soient w7, ws € &

Proposition:

twg O twi = twi+wg




111 Géomeétrie des nombres complexes
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Définition: Soit Q € & et 6 € R.
La rotation de centre €2 et d’angle 0 est ’application

PQ,0 - P — P

M— M’
ot M’ vérifie
1@ = 2]

(@M, QM) =0

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, 6 € R et (M, M’') € 22

(*) : M' =poo(M) <= zpp =w+ e (zpr —w)

REMARQUE (Cas particulier):
Si 2 = O alors ‘

(%) <= zpr =2y
Corollaire: Soit 2 € & d’affixe w et 0 € R.

P20 =155 © P00 °t55

=t5g © P00 © (t5e) "

Proposition: Soient (21,9Q2) € P? et (01,02) € R?

PQ1,01 © PRy,02 = PQ1,01+02 = PQ1,02 © PQy,601

) Q1 # Qo .
S 1 o t tation d’angle 61 + 0
i {01 +05 20 [27] alors po, .6, © P, 6, €st une rotation d’angle 61 >
Q Q
Si {011_322 25 0 [2r] alors po, 0, © pa,,0, €st une translation

10



111 Géomeétrie des nombres complexes

Proposition: Soit Q € 2 d’affixe w, @ € Z d’affixe u. Soit 6 € R avec 0 % 0 [27].
— tw 0 po,e est une rotation d’angle 6
— pq,p © tw est aussi une rotation d’angle 0

SZT[) I A KM

Définition: Soit 2 € Z et A € R.
L’homothétie de centre €2 et de rapport A est ’application

hQ)ZW-)y
M— M’

ot M’ veérifie QM = \QM

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, A € R. Soient M € £ d’affixe z et M' € &
d’affixe 2’.

M' =hg (M) < 2 =w+ Az —w)

Proposition: Soient (Q1,Q2) € 22 et (A1, \2) € P>

1. Si Q1 = Qg alors, hg, a; ©hay xo = hay a2,

2. Si Q1 # Q2 et A1A2 # 1, alors, hg, A, © ho,, r, est une homotéthie de rapport
A1A2

3. SiQy # Qo et A2 =1, alors, hg, A, ©ho,, \, est une translation.

Proposition: Soit Q € 2, A € R\ {1}, @ € 2.
Alors, t o hg,x et hg ) ot sont homothéties de rapport . O

REMARQUE (Cas particulier):
Soit M € & d’affixe 2, A € R et M’ = hp (M) d’affixe 2’
Onaz = \z

11



111 Géomeétrie des nombres complexes

QM

Définition: Soient Q € &, (0,\) € R2. La similitude (directe) de centre €2, d’angle 0
et de rapport A est
Sa,0,x = ha,x 0 po,e

Avec les notations précédentes,
Proposition:

Sq,0.1 = pa,0 © ha

Proposition: L’expression complexe de S g, est

2 =w+ A (z—w)

12



Quatriéme partie

Exponentielle complexe
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I\Y Exponentielle complexe

Définition: Pour z € C, on pose
exp(z) = eM¢(*) x (cos(Im(z)) + isin(Im(z))
Ainsi, si z = a + ib avec (a,b) € R?,

exp(z) = exp(a + ib) = e® x (cos(b) + i(sin(b)) = e%e'®

Proposition: Soient z1,22 € C.

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) X exp(z2)

ReEMARQUE (Notation):
On écrit e* a la place de exp(z) pour z € C.

Proposition:
z| — Re(z)
veeg, Jl€l=¢
arg(e®) = Im(z) [27)
A
y = Jm(z) <
x = Re(z)
REMARQUE:

exp : C — C n’est pas bijective :
exp(0) = exp(2im) =1
0 # 2im

— 0 n’a pas d’antécédant
Il n’y a donc pas de logarithme complexe.

14



Cinquiéme partie

Fonctions de R dans C
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Vv Fonctions de R dans C

Définition: Soit f définie sur D C R a valeurs dans C (Vz € D, f(x) € C)
On pose :

Re(f): D — R
x — Re(f(x))

et

Im(f): D — R
x — Jm(f(z))

Définition: Soit f: D — C. On dit que
— f est continue si Re(f) et Im(f) sont continues
— f est dérivable si Re(f) et Im(f) sont dérivables.
Dans ce cas, la dérivée de f est

fl:D—C
z — Re(f)' () + iIm(f)' (2)

REMARQUE:
On peut représenter f de la fagon suivante.

f:00,2n[ — C

t — (1Dt

JmA

eI

Proposition: Soient u et v deux fonctions dérivables sur D C R a valeurs dans C
1. u+ v dérivable et (u +v) = u' + v’
2. wwv dérivable et (uv) = v'v +v'u
Ty o
3. Siv#0, L dérivable et (3) AR
v

v V2

16



Fonctions de R dans C

Proposition: Soit v: D — R et u: R — C deux fonctions dérivables (avec D C R).
Alors, u o v est dérivable et

(uov) = (u' ow) x v

C

oL . D *)
Proposition: Soit u: D — Cet f: s eu®

Alors, f est dérivable sur D et

Vo € D, f'(z) = o (z)e™(®)
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