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Premiére partie

Trigonométrie



Trigonométrie

A
cotan(6)
- | tan(0)
sin(0) :
0\
! >
cos(0)

Définition: On définit, pour
T T
AS U ]_§+kw’§+kﬂ[
kez
<:>9€R\{g+27rk\kez}
la tangente de 0 par

sin 6
tan 6 =

cos 0

Définition: Pour 0 € U | — km, (k + 1)x[, on définit la contangente de 0 par
kEZ

Proposition: Soient (a,b) € R2.

1. cos(—a) = cos(a)

2. cos(a + 2m) = cos(a)

3. cos(a + m) = —cos(a)

4. cos(m — a) = — cos(a)

5. sin(—a) = —sin(a)

6. sin(a + 2m) = sin(a)

7. sin(a + 7) = —sin(a)

8. sin(m — a) = sin(a)

9. cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
10. sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)
11. cos (g — a) = sin(a)




Trigonométrie

12. sin (5 — a) = cos(a)

Preuve: 8. Soient @ = (cos(a),sin(a)) et ¥ = (cos(b), sin(b))
A
v
b s
a |-

D’une part, @ - U = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

D’autre part, ¥ - ¥ = | @] x || 7] x cos(ﬁ) = cos(a — b)
On a montré que
V(a,b) € R?, cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
d’ou Y(a, b) € R?, cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
=0 =1

—N— ——
11. Va € R, cos (5 — a) = cos (g) cos(a) + sin (g) sin(a) = sin(a)

12. Va € R, cos(a) = cos (—a + g + g) = sin (g - a)

10.

(G-2)- b)
(g - a) cos(b) + sin (5 — a) sin(b)
= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

V(a,b) € R?,sin(a + b) = cos

Proposition: Soient a et b deux réels tels que a # g [7] et b # g [x].

1. tan(a + 7) = tan(a)
2. tan(—a) = —tan(a)
tan(a) + tan(b)

™
3. Si b# — lors, t )= ————
S 2 [}, alors, tan(a +5) 1 — tan(a) tan(b)

Preuve: 3. On suppose a + b # g [7]



Trigonométrie

sin(a + b
tan(a + b) = cos((a i b))
_ sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
"~ cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

_ cos(a) cos(b) cos(a) cos(b)

cos(a) cos(b)—sin(a) sin(b)
cos(a) cos(b)

tan(a) + tan(b)
1 — tan(a) tan(b)

Proposition: Soit a € R.

1. Sia# g [n], alors, 1 + tan?(a) = cosi(a)
2. Sia#w [27]
1 — tan? (&
— cos(a) = an” (3)
1+ tan (2)
2t a
— sin(a) = gt
1+ tan? (%)
g . ) 2 tan (%)
ia# — [n], tan(a T+ tan? ()
Preuve: 1. On suppose que a Z g [7]
sin?(a) cos?(a) + sin?(a) 1
1+ tan?(a) =1 = =
+ tan®(a) + cos2(a) cos2(a) —

2. On peut le prouver par le calcul avec les formules de la tangeante mais on peut
également le prouver géométriquement.

Soit M (xzo,y0) # A sur le cercle trigonométrique ¢. On note ¢ la pente de la
demi-droite [AM).



Trigonométrie

On en déduit que I’équation de la droite (AM) est
y:tg:+t:t(;t+1)

On sait que M € (AM) donc

Yo = t(zo + 1)
On sait aussi que 02 + y02 =1
Donc,
o +t2(1‘0 + 1)2 =1
et donc
zo? (1 +t3) +2t%20+t2 —1=0
——
#£0
On résout cette équation du second degré et on trouve deux racines : zg = —1 et
1—¢2
o= ——.
T it , ,
11—t 11—t 2t
Comme M # A, zg = et =t|l——=+1) =
7 A 20= 175 et v (1+t2 ) 1+ ¢2
Enfin,

t:%:m(ﬁ)

2
car AHM est rectangle en H (d’aprés le théoréme de Thales)
Donc,

1 — tan? (&
cos(a) = =2 (3)

1 + tan2 %)
. 2tan (%)
sin(a) = ——=="—~

1 + tan? (%)



Deuxiéme partie

Nombres complexes de module 1



11 Nombres complexes de module 1

Proposition: Soient (a,b) € R2.

(cos(a) +isin(a)) x (cos(b) + isin(b)) = cos(a + b) + isin(a + b)
Preuve:

(cos(a) + isin(a)) x (cos(b) + isin(b)) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

+ i(cos(a) sin(b) + cos(b) sin(a))
= cos(a + b) + isin(a + b)

Définition: Pour a € R, on pose ¢'* = cos(a) + isin(a)
Ainsi, V(a,b) € R?, e x et = ¢iath)

Proposition: Soient a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0 et z1, z2 les racines de
P:z—az’+bz+c
@ b
Alors, z1 X z9 = — et 21 + 20 = ——
a a
EXEMPLE:

(B):22 —32+2=0
On remarque que 2 X 1 =2 et 2+ 1 =3 donc 2 et 1 sont deux solutions de (FE)

Prewve: METHODE 1 Soit A = b? — 4ac et § une racine carrée de A
—b—90 . —b+46
2 = et zo =
! 2 ? 2a
Donc,
» b2 — 52 b2 —A  dac ¢ n —b—b—0+90 2b b
z 2o = ——(—— = = — = —Z 0= ————— — —— — —
! 2 4a2 4a2 402 ot 2

2a 2¢ a
METHODE 2

Vz € C,a22 +bz+c=a(z—2z1)(z—22) = a(z2 — (21 + 22)z + z122)

En particulier,

{ avec z =0, c=az122

avec z = 0, yf+b+¢=a(,l/—(z1+22)+m)

donc
b= —a(z1 + 22)
et donc
c
z122 = —
a
b
z1+ 22 = —
a




11 Nombres complexes de module 1

O
Proposition: Soient (a,b,c) € C3 et 21, 22, 23 les solutions de
224 az2+bz+c=0
Alors,
Z12223 = —¢C
2122 + 2223 + 2123 = b
21+ 22 +23=—a
O
Proposition: Soient aj,as,...,a, des nombres complexes et 21, z2,..., 2, les solu-
tions de
2"+ ap_12" '+ tag=1
Alors,
Vk € [1,n], Z Zig X Zijg X oo X 25, = (-1 *a,_p
1< Cig S St SN
n
Z 2k = —Qn-—1
k=1
n
2z = (—1)%ao
k=1
Preuve (incompléte pour n = 3):
V2 e Q23 +az2 +bz4c=(2—21)(z — 22)(2 — 23) = 22 + 22(—21 — 22 — 23)
+ z(2223 + 2122 + z123)
— 212223
a=—2z1—22— 23
On identifie ¢ b = 2122 + 2023 + 2123 O
c= —212223

EXEMPLE:

On pose
s=2z1+22+ 23
q = 2122 + 2223 + 2123
P = 212223

etP:z?-‘,-zg—&—zg



Troisiéme partie

Géométrie des nombres complexes
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111 Géomeétrie des nombres complexes

Dans ce paragraphe, &2 dérisgne un plan euclidien muni d’un repére orthonormé (O, 7, 7)

Définition: Soit M € Z2. On note (z,y) les coordonnées du point M par rapport au
repére (O, 7, 7)
L’affixe de M est le nombre

zy =x+iy € C

Soit W € P (le plan des vecteurs) et (a,b) les coordonées de .
L’affixe de W est
zz=a+1beC

Proposition: Soit (A, B) € 22 et (w1, w3) € P2

1. zzg =2B— 24

2. zwt+wz = zwt + 2w3

Proposition: Soit (w7, w3) € P2 avec W7 # 0 et w3 # 0

i wy s
Alors, | =L | = ”ﬁi” et arg (ﬂ) = (171/’,\172’)
w3 llw3 ]| w3 —
l’angle entre w7 et w3
Preuve:

11



111 Géomeétrie des nombres complexes

Soient (r1,7r2) € (]R+)2 et (01,02) € ([0,27])? tels que

Ty = T €01 et i roeif2
Alors,
2B _ 71 ie1-0)
Zws T2
donc .
zop | 1 lwill
7 - —
zwg| T2 |lwg
2wt
arg [ — ) =01 — 02 [27)
w3

car 01 — 0y est I'angle entre w7 et ws

Corollaire: Avec les hypothéses et notations précédentes,
Zr
1. wj et w3 sont collinéaires <— YL e R
w3
Zr
2. w7 et ws sont orthogonaux <= ~“L ¢ iR

2wy

Preuve: 1.

wj et wy sont colinéaires <= (w1, ws) =

o,
< arg (ﬂ)
Zw3

— —€R

w7 et w3 sont orthogonaux <= (w7, w3)

oy
<~—— arg
w3

— —

S

12




111 Géomeétrie des nombres complexes

Définition: Soit W € %. La translation de vecteur @ est P’application

tg: P — P
M+— M’

! ! —r
ou M’ vérifie MM'" = w

Proposition: Soit @ € & et (M, M') € 2>

M =tg(M) < zpp =2y + 2@

Preuve:

M =tg(M) < MM =w
<~ ZM — 2N = 2T

< 2y = 2M 2T

ExempLE (Décrire I'ensemble E = {M € & |3t € R, 2py = 1 + €' }):

L’ensemble ¢ = {M EP|JHER, 2y = eit} est le cercle trigonométrique. La translation ¢z
a pour expression complexe z +— z + 1 Donc, E = t7 (%) est le cercle de rayon 1 et de centre
le point d’affixe 1.

Proposition: Soient w7, ws € Z.

Preuve:
Soit M € & d’affixe z. On pose M1 = tg7 (M) et M' = tg7 (M) et on note également
M" = tatraz(M)
2y = ZMy Tt 2w
= (2 + zay) + za3

=z + zwi+as

Donc, M’ = M"'

13



111 Géomeétrie des nombres complexes

L9V =4
- " ~
e B N
/ 9 \

/ %——\() \

7 R Y
I H
I vl
\ Q

Définition: Soit Q € & et 6 € R.
La rotation de centre €2 et d’angle 0 est ’application

PQ,0 - P — P
M— M’
ot M’ vérifie
1@ = 2]
L
(QM,QM") =0

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, 6 € R et (M, M’') € 22

(*) : M' =poo(M) <= zpp =w+ e (zpr —w)

Preuwve: ~ Cas 1 On suppose M # €.
== NV
18| = (|27

M =pae(M) <= § ==
@M, oM') =6

|samt| = |ega
PEEN .
arg e 0
.
“am’
0 _ *aM
—= e =
“am’
0
— Zon =€ Zanm
= zZy —w =€z —w)
= 2y =w+ef (2 —w)

Cas 2 On suppose M = Q.
Alors,

MIZpQ,g(M) = M =M
<~ Zpr = 2ZM
= zpp = z2m + €9 (2 — 201)

= zypr =wt e (2 —w)

14



111 Géomeétrie des nombres complexes

REMARQUE (Cas particulier):
Si 2 = O alors _

() <= zpr =2y
Corollaire: Soit Q2 € & d’affixe w et 6 € R.

P60 = t5g © PO,6 °tgs

=tz 0p0,60 0 (t5g) "

Proposition: Soient (Q1,Q2) € 22 et (01,02) € R?

PQ1,01 © PR1,02 = PQ1,01+02 = PQ1,02 © PQ,601

L) # Qo .
Si alors o est une rotation d’angle 61 + 0
{91 +6; £0 [27] P1,01 © P22,6 gle 01 + 62
. )1 #£ Qo .
Si alors o est une translation
{91 +62=0 [271’} P01,61 © P3,6,

Preuve:
On note w; l'affixe de €2 et wy laffixe de Q2. On pose p1 = pq, 0, et p2 = pa, 0,
Soit M € & d’affixe z. On pose

Mz = pa2(M)

M’ = p1op2(M) = p1(Ma)

et on note zo et 2’ les affixes de My et M’
On a

2 = w1+ e (29 —w1)
= w1 + €91 (wy + €92 (2 — wa) — w1)

= w1 + woet®t — w11 4 H01102) (5 _ )

1. On suppose 2; = Q2 donc w; = wz. On a donc
2 =wi + ei(91+92)(z —w1)

On reconnait ’expression d’une rotation de centre €2; et d’angle 61 + 602
2. On suppose Q1 # Q9 et 61 + 602 =0 [27]. On a donc

2 = wi +waet® — et — s

=z+4+w

On reconnait ’expression d’une translation de vecteur w.
3. On suppose Q1 # Q2 et 01 + 02 Z 0 [27]

15



11

Géométrie des nombres complexes

On cherche w € C tel que

Vz € C,w—+ ei<01+92)(z —w)=wi + woel?l — et ei<01+92)(z — wa2)

w—etO1102) y — )1 et — 1 — (oei(01162)

w1 + wael — wietfl — woetB1162)
= w= :
1 — e#(01+62)

On reconnait l’expression complexe d’une rotation d’angle 6; + 02 de centre 2

d’affixe w

Proposition: Soit Q € 2 d’affixe w, @ € 7 d’affixe u. Soit 6 € R avec 0 % 0 [27].

— tw 0 po,e est une rotation d’angle 6
— pq,p ©tw est aussi une rotation d’angle 0

Preuve:
Soit M € & d’affixe z et M' = ti o pq,g(M) d’affixe 2’

On a alors : _
2 =(w+el(z—w))+u
On cherche w’ € C tel que

VzeCuwtu+e?(z—w) =w +ef(z—uw)

<:>w+u—ei0w:w'—ei6w'
, w4u—efuw
W = —7F
1—et

On reconnait ’expression complexe d’une rotation d’angle 6

QM 1 A KYIM

Définition: Soit Q € Z et A € R.
L’homothétie de centre §2 et de rapport \ est 'application

hQ,)\:W—>gz
M— M’

ot M’ vérifie QM = \QM

16




111 Géomeétrie des nombres complexes

Proposition: Soit Q € & d’affixe w, A € R. Soient M € & d’affixe z et M’ € &P

d’affixe 2’.
M' =hg (M) < 2 =w+ Az —w)

Preuve:

/ 7 Y Vi
M’ = hg (M) <= QM' = XQM
— ZS*)T/I*,:ZASW’

— 2 —w=Az—w)

— 2 =w+Az—-w)

Proposition: Soient (Q1,Q2) € 22 et (A1, \2) € P>

1. Si Ql = QQ alors, thAl Oh§22,)\2 = th»A1>\2

2. Si Q1 # Q2 et A\1A2 # 1, alors, hg, x, © hg,, A, est une homotéthie de rapport
A1A2

3. SiQy # Qo et A2 =1, alors, hg, x, ©ho,, \, est une translation.

O
Proposition: Soit Q € 2, A € R\ {1}, @ € 2.
Alors, t 0 hg x et hg \ ot sont homothéties de rapport A. O

REMARQUE (Cas particulier):
Soit M € & d’affixe 2, A € R et M’ = hp (M) d’affixe 2’
Onaz =)z

Définition: Soient Q € &2, (6,\) € R2. La similitude (directe) de centre €, d’angle 6

et de rapport \ est
Sa,0.8 = ha,x 0 pa,e

17



111 Géomeétrie des nombres complexes

Avec les notations précédentes,

Proposition:
S0,0,0 = P00 © hax

Preuve:
On note w l'affixe de 2. L’expression complexe de Sq g, est

2 = w4 Aw+ e (z — w) — w)

=w+ 2 (z — w)
L’expression complexe de po g © ho ) est
2 =w+ef(w+Az—w)—w)

=w+ 2 (z — w)

Les deux expressions sont identiques.

Proposition: L’expression complexe de Sq g, est

2 =w+ A (z — w)

18



Quatriéme partie

Exponentielle complexe
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I\Y Exponentielle complexe

Définition: Pour z € C, on pose
exp(z) = eM¢(*) x (cos(Im(z)) + isin(Im(z))
Ainsi, si z = a + ib avec (a,b) € R?,

exp(z) = exp(a + ib) = e® x (cos(b) + i(sin(b)) = e%e'®

Proposition: Soient z1,22 € C.

exp(z1 + 2z2) = exp(z1) X exp(z2)

Preuve:
= b
On pose e +,Z avec (a,b,c,d) € R*
zo =c+1id
exp(z1) X exp(z2) = e x e® x €€ x e'?
_ ea+cei(b+d)
= exp(z1 + 22)
REMARQUE (Notation):
On écrit e® a la place de exp(z) pour z € C.
Proposition:
|6Z| _ eme(z)
Vz € C,
{arg(ez) = Jm(z) [27]
A T
y = Jm(z) <
z = NRe(z)
REMARQUE:

exp : C — C n’est pas bijective :
) exp(0) = exp(2im) =1
0 # 2im

— 0 n’a pas d’antécédant
Il n’y a donc pas de logarithme complexe.

20



Cinquiéme partie

Fonctions de R dans C
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Vv Fonctions de R dans C

Définition: Soit f définie sur D C R a valeurs dans C (Vz € D, f(x) € C)
On pose :

Re(f): D — R
x — Re(f(x))

et
Jm(f): D — R
x — Jm(f(z))
EXEMPLE:
f:00,2r[ — C
z — Itz
On a :

Re(f) : [0,27] — R

x — e” cos(x)

et
Jm(f):[0,27] — R
z — e” sin(s)
Définition: Soit f: D — C. On dit que
— [ est continue si e(f) et IJm(f) sont continues
— [ est dérivable si Re(f) et Im(f) sont dérivables.
Dans ce cas, la dérivée de f est
f':D—C
x — Re(f) (x) + iIm(f) (x)
EXEMPLE:

f:0,2nr[ — C
z —s e(lt)2

x +— e” et @ — cos(z) sont dérivables sur [0, 2] donc Re(f) est dérivable.
x +— e” et & > sin(z) sont dérivables sur [0, 27| donc IJm(f) est dérivable.
Donc f est dérivable.

Re(f) (x) = e” cos(x) — e” sin(x)
Ve & [0,2n], {Jm(f)'(:p) = e” cos(z) + e” sin(x)
Donc,
vz € [0,27], f'(z) = e*(cos(x) — sin(x)) + ie® (sin(z) + cos(x))
REMARQUE:

On peut représenter f de la fagon suivante.

f:0,2n] — C

t—s eIt

22



Fonctions de R dans C

JmA

Proposition: Soient u et v deux fonctions dérivables sur D C R a valeurs dans C
1. w4+ v dérivable et (u +v) =u' +
2. uv dérivable et (uv) = v'v +v'u

u) _vv—u

3. Siv#0, < dérivable et (
v

v v2

Preuve:

On pose

a = Re(u) ot 16T Re(v)
b = Jm(u) d = Jm(v)

{%e(u—i—v) =a+c don {%e(u—‘rv)' =ad +c Donc,

Jm(u+v) =b+d Jm(u+v) =b +d

(u+v) =d +c +i(d +d)
= (a’ +1b') + (' +id)

=u +

2. {%e(uv) —ac—bd donc Re(uv) et Im(uv) sont dérivables et

Jm(uv) = ad + be

Re(wv)' = a’c+ca—b'd—d'b
Jm(w)’ =d'd+da+bc+cb

Donc,
(w) =d'c+ca—-bd—db+i(a’d+da+bc+c'b)
Or,
wov = (a’ +ib)(c+id) =a'c—bd+i(bc+add)
v'u = (a+ib)(c' +id) = ac’ — bd' +i(bc’ + ad’)
Donc,

(w) = u'v+v'u

3. On suppose que
Va € D,v(z) #0

On a donc

vxeDyg:aJrib_(aJrib)(cfid) ac+bd  bc—ad
v

= = 4
c+id c2 + d? c2 + d? Zt:2+d2

23



Vv Fonctions de R dans C

U 1
C’est plus simple de voir — comme le produit de u et de —
v v

1 1 c—1id

v c+id: c2 4+ d?

1
¢ et — sont dérivables donc — aussi
c2 4+ d? c2 4 d2 v
N—— ——
—n(1)  =am(2)
%e(l)/—( @ )'_c’(c2+d2)—c(200’+2dd’)
v)  \e2+d2) (e + d2)?
jm(l)’_< d )’_ —d'(c® + d?) + d(2¢cc’ + 2dd")
o) = 2+d2) (c2 + d2)?

Donc, d’une part,

1\ (4 d?) —c(2cc’ —2dd’) —id' (c? + d?) + d(2cc’ + 2dd)
(7) a (e + d2)?
(2 + @) (c' —id") + (2¢cc’ + 2dd")(—c + id)
(2 +d?)*
—c'c? + c'd? — 2cdd’ + i(2cc’d — d'c? + d?d')
(c? +d?)*

v

D’autre part,
- = —=di
w2 (c+di)2
_ —(d +id)(c—id)?
(@)
(! +id")(c? — 2icd — d?)
(e +d?)?
—c/'c? 4 c/d? — 2cdd’ +i(2cc!d — d'c? + d'd?)
(2 +d2)?

-y

u
Donc, — dérivable et
v

Proposition: Soit v: D — R et u: R — C deux fonctions dérivables (avec D C R).

Alors, u o v est dérivable et

(uov) = (u' ow) x v

Preuve:

24



Fonctions de R dans C

On pose u = a + ib avec “=
b=Tm(u

Vz € R, u(z) = a(z) + ib(x)

Donc,
Vz € D, (uov)(z) =a(v(z)) + ib(v(z))
Donc,
NRe(uov) =aowv
Jm(uov) =bow
Or,
Re(uov) = (aow) = (a’ ov) x v
Jm(uowv) = (bow) = (b ov) x v
D’ou

i

(uow) = (a

a' ov) x v +i( ov) x v

(

= (a’ ov+ib ov) x v’
((a’ +1b") o) x v’
(

D — C
Proposition: Soit u: D — Cet f:
T —
Alors, f est dérivable sur D et

Vo € D, f'(z) = o (z)e®)

Preuve:

On pose

_ ea(z)+ib(z)

= ¢®®) (cos(b(x)) + isin(b(z)))

Re(f) : z — e cos(b(x))
Donc, {jm(f) s ea(@) sin(b(x))

a, b, cos, sin, exp sont dérivables donc PRe(f) et Im(f) aussi donc f est dérivable.

25
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