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I Trigonométrie

θ

sin(θ)

cos(θ)

tan(θ)

cotan(θ)

Définition: On définit, pour

θ ∈
⋃
k∈Z

]
−
π

2
+ kπ,

π

2
+ kπ

[
⇐⇒ θ ∈ R \

{π
2

+ 2πk | k ∈ Z
}

la tangente de θ par

tan θ =
sin θ

cos θ

Définition: Pour θ ∈
⋃
k∈Z

]− kπ, (k + 1)π[, on définit la contangente de θ par

cotan θ =
cos θ

sin θ

Proposition: Soient (a, b) ∈ R2.
1. cos(−a) = cos(a)

2. cos(a+ 2π) = cos(a)

3. cos(a+ π) = − cos(a)

4. cos(π − a) = − cos(a)

5. sin(−a) = − sin(a)

6. sin(a+ 2π) = sin(a)

7. sin(a+ π) = − sin(a)

8. sin(π − a) = sin(a)

9. cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

10. sin(a+ b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)

11. cos
(π

2
− a
)

= sin(a)
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I Trigonométrie

12. sin
(π

2
− a
)

= cos(a)

Preuve: 8. Soient #—u = (cos(a), sin(a)) et #—v = (cos(b), sin(b))

#—u

#—v

a
b

D’une part, #—u · #—v = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

D’autre part, #—u · #—v = ‖ #—u‖ × ‖ #—v ‖ × cos( #̂—u, #—v ) = cos(a− b)
On a montré que

∀(a, b) ∈ R2, cos(a− b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

d’où ∀(a, b) ∈ R2, cos(a+ b) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

11. ∀a ∈ R, cos
(π

2
− a
)

=

=0︷ ︸︸ ︷
cos
(π

2

)
cos(a) +

=1︷ ︸︸ ︷
sin
(π

2

)
sin(a) = sin(a)

12. ∀a ∈ R, cos(a) = cos
(
−a+

π

2
+
π

2

)
= sin

(π
2
− a
)

10.

∀(a, b) ∈ R2, sin(a+ b) = cos
((π

2
− a
)
− b
)

= cos
(π

2
− a
)

cos(b) + sin
(π

2
− a
)

sin(b)

= sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Proposition: Soient a et b deux réels tels que a 6≡
π

2
[π] et b 6≡

π

2
[π].

1. tan(a+ π) = tan(a)

2. tan(−a) = − tan(a)

3. Si a+ b 6≡
π

2
[π], alors, tan(a+ b) =

tan(a) + tan(b)

1− tan(a) tan(b)

Preuve: 3. On suppose a+ b 6≡
π

2
[π]
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I Trigonométrie

tan(a+ b) =
sin(a+ b)

cos(a+ b)

=
sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

=

sin(a) cos(b)
cos(a) cos(b)

+
sin(b) cos(a)
cos(a) cos(b)

cos(a) cos(b)−sin(a) sin(b)
cos(a) cos(b)

=
tan(a) + tan(b)

1− tan(a) tan(b)

Proposition: Soit a ∈ R.

1. Si a 6≡
π

2
[π], alors, 1 + tan2(a) =

1

cos2(a)

2. Si a 6≡ π [2π]

— cos(a) =
1− tan2

(
a
2

)
1 + tan

(
a
2

)
— sin(a) =

2 tan
(
a
2

)
1 + tan2

(
a
2

)
— Si a 6≡

π

2
[π], tan(a) =

2 tan
(
a
2

)
1 + tan2

(
a
2

)

Preuve: 1. On suppose que a 6≡
π

2
[π]

1 + tan2(a) = 1 +
sin2(a)

cos2(a)
=

cos2(a) + sin2(a)

cos2(a)
=

1

cos2(a)

2. On peut le prouver par le calcul avec les formules de la tangeante mais on peut
également le prouver géométriquement.

C

A

M

cos(a)

sin(a)

a

2

a

H

Soit M(x0, y0) 6= A sur le cercle trigonométrique C . On note t la pente de la
demi-droite [AM).
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I Trigonométrie

On en déduit que l’équation de la droite (AM) est

y = tx+ t = t(x+ 1)

On sait que M ∈ (AM) donc

y0 = t(x0 + 1)

On sait aussi que x0
2 + y0

2 = 1
Donc,

x0 + t2(x0 + 1)2 = 1

et donc
x0

2 (1 + t2)︸ ︷︷ ︸
6=0

+2t2x0 + t2 − 1 = 0

On résout cette équation du second degré et on trouve deux racines : x0 = −1 et

x0 =
1− t2

1 + t2
.

Comme M 6= A, x0 =
1− t2

1 + t2
et y0 = t

(
1− t2

1 + t2
+ 1

)
=

2t

1 + t2

Enfin,

t =
|HM |
|AH|

= tan
(a

2

)
car AHM est rectangle en H (d’après le théorème de Thalès)
Donc, 

cos(a) =
1− tan2

(
a
2

)
1 + tan2

(
a
2

)
sin(a) =

2 tan
(
a
2

)
1 + tan2

(
a
2

)

6



Deuxième partie

Nombres complexes de module 1
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II Nombres complexes de module 1

Proposition: Soient (a, b) ∈ R2.

(cos(a) + i sin(a))× (cos(b) + i sin(b)) = cos(a+ b) + i sin(a+ b)

Preuve:

(cos(a) + i sin(a))× (cos(b) + i sin(b)) = cos(a) cos(b)− sin(a) sin(b)

+ i(cos(a) sin(b) + cos(b) sin(a))

= cos(a+ b) + i sin(a+ b)

Définition: Pour a ∈ R, on pose eia = cos(a) + i sin(a)

Ainsi, ∀(a, b) ∈ R2, eia × eib = ei(a+b)

Proposition: Soient a, b, c trois nombres complexes avec a 6= 0 et z1, z2 les racines de
P : z 7→ az2 + bz + c

Alors, z1 × z2 =
c

a
et z1 + z2 = −

b

a

Exemple:
(E) : z2 − 3z + 2 = 0
On remarque que 2× 1 = 2 et 2 + 1 = 3 donc 2 et 1 sont deux solutions de (E).

Preuve: Méthode 1 Soit ∆ = b2 − 4ac et δ une racine carrée de ∆

z1 =
−b− δ

2a
et z2 =

−b+ δ

2a

Donc,

z1 × z2 =
b2 − δ2

4a2
=
b2 −∆

4a2
=

4ac

4a2
=
c

a
z1 + z2 =

−b− b− δ + δ

2a
= −

2b

2a
= −

b

a

Méthode 2

∀z ∈ C, az2 + bz + c = a(z − z1)(z − z2) = a(z2 − (z1 + z2)z + z1z2)

En particulier,{
avec z = 0, c = az1z2

avec z = 0, �a+ b+ �c = a(�1− (z1 + z2) +��z1z2)

donc
b = −a(z1 + z2)

et donc 
z1z2 =

c

a

z1 + z2 = −
b

a
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II Nombres complexes de module 1

Proposition: Soient (a, b, c) ∈ C3 et z1, z2, z3 les solutions de

z3 + az2 + bz + c = 0

Alors, 
z1z2z3 = −c
z1z2 + z2z3 + z1z3 = b

z1 + z2 + z3 = −a

Proposition: Soient a1, a2, . . . , an des nombres complexes et z1, z2, . . . , zn les solu-
tions de

zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0 = 1

Alors,
∀k ∈ J1, nK ,

∑
16i16i26···6ik6n

zi1 × zi2 × · · · × zik = (−1)kan−k

n∑
k=1

zk = −an−1

n∏
k=1

zk = (−1)ka0

Preuve (incomplète pour n = 3):

∀z ∈ C, z3 + az2 + bz + c = (z − z1)(z − z2)(z − z3) = z3 + z2(−z1 − z2 − z3)

+ z(z2z3 + z1z2 + z1z3)

− z1z2z3

On identifie


a = −z1 − z2 − z3
b = z1z2 + z2z3 + z1z3

c = −z1z2z3

Exemple:
On pose 

s = z1 + z2 + z3

q = z1z2 + z2z3 + z1z3

p = z1z2z3

et P = z3
1 + z3

2 + z3
3
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Troisième partie

Géométrie des nombres complexes
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III Géométrie des nombres complexes

Dans ce paragraphe, P dérisgne un plan euclidien muni d’un repère orthonormé (O, #—ı , #— )

O #—ı

#—

M

x

y

#—w

a

b

Définition: Soit M ∈ P. On note (x, y) les coordonnées du point M par rapport au
repère (O, #—ı , #— )
L’affixe de M est le nombre

zM = x+ iy ∈ C

Soit #—w ∈ # —

P (le plan des vecteurs) et (a, b) les coordonées de #—w.
L’affixe de #—w est

z #—w = a+ ib ∈ C

Proposition: Soit (A,B) ∈P2 et ( #  —w1,
#  —w2) ∈ # —

P2

1. z #   —
AB = zB − zA

2. z # —w1+ # —w2 = z # —w1 + z # —w2

Proposition: Soit ( #  —w1,
#  —w2) ∈ # —

P2 avec #  —w1 6=
#—
0 et #  —w2 6=

#—
0

Alors,
∣∣∣∣ z # —w1

z # —w2

∣∣∣∣ =
‖ #  —w1‖
‖ #  —w2‖

et arg

(
z # —w1

z # —w2

)
= ( #̂  —w1,

#  —w2)︸ ︷︷ ︸
l’angle entre # —w1 et # —w2

Preuve:
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III Géométrie des nombres complexes

Soient (r1, r2) ∈
(
R+
)2 et (θ1, θ2) ∈ ([0, 2π[)2 tels que

z # —w1 = r1e
iθ1 et z # —w2 = r2e

iθ2

Alors,
z # —w1

z # —w2

=
r1

r2
ei(θ1−θ2)

donc 
∣∣∣∣ z # —w1

z # —w2

∣∣∣∣ =
r1

r2
=
‖ #  —w1‖
‖ #  —w2‖

arg

(
z # —w1

z # —w2

)
≡ θ1 − θ2 [2π]

car θ1 − θ2 est l’angle entre #  —w1 et #  —w2

Corollaire: Avec les hypothèses et notations précédentes,

1. #  —w1 et #  —w2 sont collinéaires ⇐⇒
z # —w1

z # —w2

∈ R

2. #  —w1 et #  —w2 sont orthogonaux ⇐⇒
z # —w1

z # —w2

∈ iR

Preuve: 1.

#  —w1 et #  —w2 sont colinéaires ⇐⇒ ̂( #  —w1,
#  —w2) ≡ 0 [π]

⇐⇒ arg

(
z # —w1

z # —w2

)
≡ 0 [π]

⇐⇒
z # —w1

z # —w2

∈ R

2.

#  —w1 et #  —w2 sont orthogonaux ⇐⇒ ̂( #  —w1,
#  —w2) ≡

π

2
[π]

⇐⇒ arg

(
z # —w1

z # —w2

)
≡
π

2
[π]

⇐⇒
z # —w1

z # —w2

∈ iR

O

#—w

M

M ′

#—w

12



III Géométrie des nombres complexes

Définition: Soit #—w ∈ # —

P. La translation de vecteur #—w est l’application

t #—w : P −→P

M 7−→M ′

où M ′ vérifie
#         —

MM ′ = #—w

Proposition: Soit #—w ∈ # —

P et (M,M ′) ∈P2

M ′ = t #—w (M) ⇐⇒ zM′ = zM + z #—w

Preuve:

M ′ = t #—w (M) ⇐⇒
#         —

MM ′ = #—w

⇐⇒ zM − zM′ = z #—w

⇐⇒ zM′ = zM + z #—w

Exemple (Décrire l’ensemble E =
{
M ∈P | ∃t ∈ R, zM = 1 + eit

}
):

L’ensemble C =
{
M ∈P | ∃t ∈ R, zM = eit

}
est le cercle trigonométrique. La translation t #—u

a pour expression complexe z 7→ z + 1 Donc, E = t #—u (C ) est le cercle de rayon 1 et de centre
le point d’affixe 1.

Proposition: Soient #  —w1,
#  —w2 ∈

# —

P.

t # —w2 ◦ t # —w1 = t # —w1+ # —w2

Preuve:
Soit M ∈ P d’affixe z. On pose M1 = t # —w1 (M) et M ′ = t # —w1 (M1) et on note également
M ′′ = t # —w1+ # —w2 (M)

zM′ = zM1
+ z # —w2

= (z + z # —w1 ) + z # —w2

= z + z # —w1+ # —w2

Donc, M ′ = M ′′

13



III Géométrie des nombres complexes

Ω

θ

M

M ′

Définition: Soit Ω ∈P et θ ∈ R.
La rotation de centre Ω et d’angle θ est l’application

ρΩ,θ : P −→P

M 7−→M ′

où M ′ vérifie ‖
#     —
ΩM‖ = ‖

#       —

ΩM ′‖
̂

(
#     —
ΩM,

#       —

ΩM ′) = θ

Proposition: Soit Ω ∈P d’affixe ω, θ ∈ R et (M,M ′) ∈P2

(∗) : M ′ = ρΩ,θ(M) ⇐⇒ zM′ = ω + eiθ(zM − ω)

Preuve: Cas 1 On suppose M 6= Ω.

M ′ = ρΩ,θ(M) ⇐⇒

‖
#     —
ΩM‖ = ‖

#       —

ΩM ′‖
̂

(
#     —
ΩM,

#       —

ΩM ′) = θ

⇐⇒


∣∣z #    —

ΩM

∣∣ =
∣∣∣z #     —

ΩM′

∣∣∣
arg

(
z #    —
ΩM

z #     —

ΩM′

)
= θ

⇐⇒ eiθ =
z #    —
ΩM

z #     —

ΩM′

⇐⇒ z #     —

ΩM′ = eiθz #    —
ΩM

⇐⇒ zM′ − ω = eiθ(zM − ω)

⇐⇒ zM′ = ω + eiθ(zM − ω)

Cas 2 On suppose M = Ω.
Alors,

M ′ = ρΩ,θ(M) ⇐⇒ M ′ = M

⇐⇒ zM′ = zM

⇐⇒ zM′ = zM + eiθ(zM − zM )

⇐⇒ zM′ = ω + eiθ(zM − ω)

14



III Géométrie des nombres complexes

Remarque (Cas particulier):
Si Ω = O alors

(∗) ⇐⇒ zM′ = eiθzM

Corollaire: Soit Ω ∈P d’affixe ω et θ ∈ R.

ρΩ,θ = t #  —
OΩ ◦ ρO,θ ◦ t #  —

ΩO

= t #  —
OΩ ◦ ρO,θ ◦ (t #  —

OΩ)−1

Proposition: Soient (Ω1,Ω2) ∈P2 et (θ1, θ2) ∈ R2

ρΩ1,θ1 ◦ ρΩ1,θ2 = ρΩ1,θ1+θ2 = ρΩ1,θ2 ◦ ρΩ1,θ1

Si

{
Ω1 6= Ω2

θ1 + θ2 6≡ 0 [2π]
alors ρΩ1,θ1 ◦ ρΩ2,θ2 est une rotation d’angle θ1 + θ2

Si

{
Ω1 6= Ω2

θ1 + θ2 ≡ 0 [2π]
alors ρΩ1,θ1 ◦ ρΩ2,θ2 est une translation

Preuve:
On note ω1 l’affixe de Ω1 et ω2 l’affixe de Ω2. On pose ρ1 = ρΩ1,θ1 et ρ2 = ρΩ2,θ2
Soit M ∈P d’affixe z. On pose

M2 = ρ2(M)

M ′ = ρ1 ◦ ρ2(M) = ρ1(M2)

et on note z2 et z′ les affixes de M2 et M ′

On a

z′ = ω1 + eiθ1 (z2 − ω1)

= ω1 + eiθ1 (ω2 + eiθ2 (z − ω2)− ω1)

= ω1 + ω2e
iθ1 − ω1e

iθ1 + ei(θ1+θ2)(z − ω2)

1. On suppose Ω1 = Ω2 donc ω1 = ω2. On a donc

z′ = ω1 + ei(θ1+θ2)(z − ω1)

On reconnaît l’expression d’une rotation de centre Ω1 et d’angle θ1 + θ2

2. On suppose Ω1 6= Ω2 et θ1 + θ2 ≡ 0 [2π]. On a donc

z′ = ω1 + ω2e
iθ1 − ω1e

iθ1 − ω2︸ ︷︷ ︸+z

= z + ω

On reconnaît l’expression d’une translation de vecteur ω.
3. On suppose Ω1 6= Ω2 et θ1 + θ2 6≡ 0 [2π]
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III Géométrie des nombres complexes

On cherche ω ∈ C tel que

∀z ∈ C, ω + ei(θ1+θ2)(z − ω) = ω1 + ω2e
iθ1 − ω1e

iθ1 + ei(θ1+θ2)(z − ω2)

⇐⇒ ω − ei(θ1+θ2)ω = ω1 + ω2e
iθ1 − ω1e

iθ1 − ω2e
i(θ1+θ2)

⇐⇒ ω =
ω1 + ω2eiθ1 − ω1eiθ1 − ω2ei(θ1+θ2)

1− ei(θ1+θ2)

On reconnait l’expression complexe d’une rotation d’angle θ1 + θ2 de centre Ω
d’affixe ω

Proposition: Soit Ω ∈P d’affixe ω, #—w ∈ # —

P d’affixe u. Soit θ ∈ R avec θ 6≡ 0 [2π].
— t #—w ◦ ρΩ,θ est une rotation d’angle θ
— ρΩ,θ ◦ t #—w est aussi une rotation d’angle θ

Preuve:
Soit M ∈P d’affixe z et M ′ = t #—w ◦ ρΩ,θ(M) d’affixe z′

On a alors :
z′ = (ω + eiθ(z − ω)) + u

On cherche ω′ ∈ C tel que

∀z ∈ C, ω + u+ eiθ(z − ω) = ω′ + eiθ(z − ω′)

⇐⇒ ω + u− eiθω = ω′ − eiθω′

⇐⇒ ω′ =
ω + u− eiθω

1− eiθ

On reconnaît l’expression complexe d’une rotation d’angle θ

Ω

M

M ′

λ× #     —
ΩM#     —

ΩM

Définition: Soit Ω ∈P et λ ∈ R.
L’homothétie de centre Ω et de rapport λ est l’application

hΩ,λ : P −→P

M 7−→M ′

où M ′ vérifie
#       —

ΩM ′ = λ
#     —
ΩM

16



III Géométrie des nombres complexes

Proposition: Soit Ω ∈ P d’affixe ω, λ ∈ R. Soient M ∈ P d’affixe z et M ′ ∈ P
d’affixe z′.

M ′ = hΩ,λ(M) ⇐⇒ z′ = ω + λ(z − ω)

Preuve:

M ′ = hΩ,λ(M) ⇐⇒
#       —

ΩM ′ = λ
#     —
ΩM

⇐⇒ z #     —

ΩM′ = zλ #    —
ΩM

⇐⇒ z′ − ω = λ(z − ω)

⇐⇒ z′ = ω + λ(z − ω)

Proposition: Soient (Ω1,Ω2) ∈P2 et (λ1, λ2) ∈P2

1. Si Ω1 = Ω2 alors, hΩ1,λ1
◦ hΩ2,λ2

= hΩ1,λ1λ2

2. Si Ω1 6= Ω2 et λ1λ2 6= 1, alors, hΩ1,λ1
◦ hΩ2,λ2

est une homotéthie de rapport
λ1λ2

3. Si Ω1 6= Ω2 et λ1λ2 = 1, alors, hΩ1,λ1
◦ hΩ2,λ2

est une translation.

Proposition: Soit Ω ∈P, λ ∈ R \ {1}, #—w ∈ # —

P.
Alors, t #—w ◦ hΩ,λ et hΩ,λ ◦ t #—w sont homothéties de rapport λ.

Remarque (Cas particulier):
Soit M ∈P d’affixe z, λ ∈ R et M ′ = hO,λ(M) d’affixe z′

On a z′ = λz

Ω

M

M ′

×λ

θ

#     —
ΩM

Définition: Soient Ω ∈ P, (θ, λ) ∈ R2. La similitude (directe) de centre Ω, d’angle θ
et de rapport λ est

SΩ,θ,λ = hΩ,λ ◦ ρΩ,θ
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III Géométrie des nombres complexes

Proposition:
Avec les notations précédentes,

SΩ,θ,λ = ρΩ,θ ◦ hΩ,λ

Preuve:
On note ω l’affixe de Ω. L’expression complexe de SΩ,θ,λ est

z′ = ω + λ(ω + eiθ(z − ω)− ω)

= ω + λeiθ(z − ω)

L’expression complexe de ρΩ,θ ◦ hΩ,λ est

z′ = ω + eiθ(ω + λ(z − ω)− ω)

= ω + λeiθ(z − ω)

Les deux expressions sont identiques.

Proposition: L’expression complexe de SΩ,θ,λ est

z′ = ω + λeiθ(z − ω)
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Quatrième partie

Exponentielle complexe
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IV Exponentielle complexe

Définition: Pour z ∈ C, on pose

exp(z) = eRe(z) × (cos(Im(z)) + i sin(Im(z))

Ainsi, si z = a+ ib avec (a, b) ∈ R2,

exp(z) = exp(a+ ib) = ea × (cos(b) + i(sin(b)) = eaeib

Proposition: Soient z1, z2 ∈ C.

exp(z1 + z2) = exp(z1)× exp(z2)

Preuve:

On pose

{
z1 = a+ ib

z2 = c+ id
avec (a, b, c, d) ∈ R4

exp(z1)× exp(z2) = ea × eib × ec × eid

= ea+cei(b+d)

= exp(z1 + z2)

Remarque (Notation):
On écrit ez à la place de exp(z) pour z ∈ C.

Proposition:

∀z ∈ C,
{
|ez | = eRe(z)

arg(ez) ≡ Im(z) [2π]

z
y = Im(z)

x = Re(z)

eRe(z)

Im(z)
ez

ez

Remarque:
exp : C→ C n’est pas bijective :

—

{
exp(0) = exp(2iπ) = 1

0 6= 2iπ

— 0 n’a pas d’antécédant
Il n’y a donc pas de logarithme complexe.
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Cinquième partie

Fonctions de R dans C
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V Fonctions de R dans C

Définition: Soit f définie sur D ⊂ R à valeurs dans C (∀x ∈ D, f(x) ∈ C)
On pose :

Re(f) : D −→ R

x 7−→ Re(f(x))

et

Im(f) : D −→ R

x 7−→ Im(f(x))

Exemple:

f : [0, 2π[ −→ C

x 7−→ e(1+i)x

On a :

Re(f) : [0, 2π[ −→ R

x 7−→ ex cos(x)

et

Im(f) : [0, 2π[ −→ R

x 7−→ ex sin(s)

Définition: Soit f : D → C. On dit que
— f est continue si Re(f) et Im(f) sont continues
— f est dérivable si Re(f) et Im(f) sont dérivables.

Dans ce cas, la dérivée de f est

f ′ : D −→ C

x 7−→ Re(f)′(x) + iIm(f)′(x)

Exemple:

f : [0, 2π[ −→ C

x 7−→ e(1+i)x

x 7→ ex et x 7→ cos(x) sont dérivables sur [0, 2π[ donc Re(f) est dérivable.
x 7→ ex et x 7→ sin(x) sont dérivables sur [0, 2π[ donc Im(f) est dérivable.
Donc f est dérivable.

∀x ∈ [0, 2π[,

{
Re(f)′(x) = ex cos(x)− ex sin(x)

Im(f)′(x) = ex cos(x) + ex sin(x)

Donc,
∀x ∈ [0, 2π[, f ′(x) = ex(cos(x)− sin(x)) + iex(sin(x) + cos(x))

Remarque:
On peut représenter f de la façon suivante.

f : [0, 2π[ −→ C

t 7−→ e(1+i)t
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V Fonctions de R dans C

Im

Re1
e2π

Proposition: Soient u et v deux fonctions dérivables sur D ⊂ R à valeurs dans C
1. u+ v dérivable et (u+ v)′ = u′ + v′

2. uv dérivable et (uv)′ = u′v + v′u

3. Si v 6= 0,
u

v
dérivable et

(u
v

)
=
u′v − v′u

v2

Preuve:

On pose

{
a = Re(u)

b = Im(u)
et

{
c = Re(v)

d = Im(v)

1.

{
Re(u+ v) = a+ c

Im(u+ v) = b+ d
donc

{
Re(u+ v)′ = a′ + c′

Im(u+ v)′ = b′ + d′
Donc,

(u+ v)′ = a′ + c′ + i(b′ + d′)

= (a′ + ib′) + (c′ + id′)

= u′ + v′

2.

{
Re(uv) = ac− bd
Im(uv) = ad+ bc

donc Re(uv) et Im(uv) sont dérivables et

{
Re(uv)′ = a′c+ c′a− b′d− d′b
Im(uv)′ = a′d+ d′a+ b′c+ c′b

Donc,
(uv)′ = a′c+ c′a− b′d− d′b+ i(a′d+ d′a+ b′c+ c′b)

Or, {
u′v = (a′ + ib′)(c+ id) = a′c− b′d+ i(b′c+ a′d)

v′u = (a+ ib)(c′ + id′) = ac′ − bd′ + i(bc′ + ad′)

Donc,
(uv)′ = u′v + v′u

3. On suppose que
∀x ∈ D, v(x) 6= 0

On a donc

∀x ∈ D,
u

v
=
a+ ib

c+ id
=

(a+ ib)(c− id)

c2 + d2
=
ac+ bd

c2 + d2
+ i

bc− ad
c2 + d2
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V Fonctions de R dans C

C’est plus simple de voir
u

v
comme le produit de u et de

1

v

1

v
=

1

c+ id
=

c− id
c2 + d2

c

c2 + d2︸ ︷︷ ︸
=Re( 1

v )

et −
d

c2 + d2︸ ︷︷ ︸
=Im( 1

v )

sont dérivables donc
1

v
aussi


Re

(
1

v

)′
=

(
c

c2 + d2

)′
=
c′(c2 + d2)− c(2cc′ + 2dd′)

(c2 + d2)2

Im

(
1

v

)′
=

(
−

d

c2 + d2

)′
=
−d′(c2 + d2) + d(2cc′ + 2dd′)

(c2 + d2)2

Donc, d’une part,(
1

v

)′
=
c′(c2 + d2)− c(2cc′ − 2dd′)− id′(c2 + d2) + d(2cc′ + 2dd′)

(c2 + d2)2

=
(c2 + d2)(c′ − id′) + (2cc′ + 2dd′)(−c+ id)

(c2 + d2)2

=
−c′c2 + c′d2 − 2cdd′ + i(2cc′d− d′c2 + d2d′)

(c2 + d2)2

D’autre part,

−v′

v2
=
−c′ − d′i
(c+ di)2

=
−(c′ + id′)(c− id)2

(c2 + d2)2

= −
(c′ + id′)(c2 − 2icd− d2)

(c2 + d2)2

=
−c′c2 + c′d2 − 2cdd′ + i(2cc′d− d′c2 + d′d2)

(c2 + d2)2

=

(
1

v

)′

Donc,
u

v
dérivable et

(u
v

)′
= u′

(
1

v

)
+ u

(
1

v

)′
=
u′

v
−
uv′

v2
=
u′v − uv′

v2

Proposition: Soit v : D → R et u : R→ C deux fonctions dérivables (avec D ⊂ R).
Alors, u ◦ v est dérivable et

(u ◦ v)′ = (u′ ◦ v)× v′

Preuve:
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V Fonctions de R dans C

On pose u = a+ ib avec

{
a = Re(u)

b = Im(u)
donc,

∀x ∈ R, u(x) = a(x) + ib(x)

Donc,
∀x ∈ D, (u ◦ v)(x) = a(v(x)) + ib(v(x))

Donc,

Re(u ◦ v) = a ◦ v
Im(u ◦ v) = b ◦ v

Or,

Re(u ◦ v)′ = (a ◦ v)′ = (a′ ◦ v)× v′

Im(u ◦ v)′ = (b ◦ v)′ = (b′ ◦ v)× v′

D’où

(u ◦ v)′ = (a′ ◦ v)× v′ + i(b′ ◦ v)× v′

= (a′ ◦ v + ib′ ◦ v)× v′

= ((a′ + ib′) ◦ v)× v′

= (u′ ◦ v)× v′

Proposition: Soit u : D → C et f :
D −→ C

x 7−→ eu(x)

Alors, f est dérivable sur D et

∀x ∈ D, f ′(x) = u′(x)eu(x)

Preuve:

On pose

{
a = Re(u)

b = Im(u)
donc

∀x ∈ D, f(x) = eu(x)

= ea(x)+ib(x)

= ea(x)(cos(b(x)) + i sin(b(x)))

Donc,

{
Re(f) : x 7→ ea(x) cos(b(x))

Im(f) : x 7→ ea(x) sin(b(x))

a, b, cos, sin, exp sont dérivables donc Re(f) et Im(f) aussi donc f est dérivable.
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