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Etudier une fonction c’est déterminer tous les éléments (tangentes, asymptotes) qui permettent
d’obtenir ’allure de la courbe représentative de la fonction.

EXEMPLE:
P . z2 —2x+3
T
z2 422 —3
1. On détemine le domaine de définition de la fonction f.
Soit z € R.
b
2 —3+1=-2=—-
z°+2x—-3=0 <= z€{-3,1} car @
—3x1=-3=-—
a
Donc f est définie sur 2 avec Z =] — oo, —3[U] — 3, —1[U] — 1, +00]
2. Asymptotes et limites
Soit x €
%(1 -2 4 J%)
f(z):%(ﬂ-%—z%) r—+oo
a? —20+3 ——9+6+3=18 f@) —— +o0
-
‘ donc S
z?+ 20 -3 —— () —— —oc0
r——3 z——3
>
a? — 20 +3 —2 i) = =9
xz—1 <
donc
12+2m—3—>1 0 f(x) —— +oo
Tr—



3. f est dérivable sur Z et

2(x — 1) (22 + 2z — 3) — 2(x% — 22 + 3)(z + 1)

Ve € 2, f'(x) = @ 10z - 3)2
_ 2(222 — 62)
T (22 — 2z + 3)2
_ Az(z—4)
T (22 — 2z +3)2
T +oo -3 0 +00
() + aF 0 = =
+oo -1 +oo 1
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Premiére partie

Calculs de Iimites



I Calculs de limites

RAPPEL:
Soient f et g deux fonctions et a € R U {—o00, +00}.

On ne connait pas, a ’avance, les limites de
f(@) —= +o0
Tr—ra

f(z) = g(z) si

g(x) —— +o0
r—a

f(m) si f(il‘) r—a (qu
g(z) g(x) ——0
r—a
f(z) <f f(=) z—a =5E9 (=
g(z) g(z) — £ o0 >
r—a
f(@) —=0
>< - xT a “0 >< 99’
F@) xg@) iy T (0 x o)
r—a
EXEMPLE:
1 n
lim 1+ 7) 7
n—-+oo n
1 In(1+1
VneN, (1+= e n(1+5)
n
et .
In (1 + 7) —0
n n——+oo
n —+00
n——+oo
donc c’est une forme indéterminée.
Proposition:
i r—a alors, on ne sait pas a ’avance calculer lgn (f(r)) . O
xT a

GO h————

(“OO _ OO”)

Définition: Soient f et g deux fonctions et a € R ott R = R U {+00, —0co}.

On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a (ou éqivalentes en a) s’il existe une

fonction u telle que
f=gxu
u(z) —— 1

On note alors f;g ou f(x) I:ag(x)-

Proposition: Un polynoéme est équivalent en +oo a son terme de plus haut degré.

Preuve:
n

Soit P : x +— Z akxk avec an # 0. On pose Q : x — apz”.
k=0




Calculs de limites

w k
Vz € R, P(z) = anz™ (Z Ak )
%0 anx™

_ Q(z)(l +"§ . (mnlik) >

k=0

X

= Q(z) u(z)

On a u(x) i 1 donc P(x) et Q).

Proposition: Un polynéme est équivalent en 0 & sont terme de plus bas degré.

Preuve:
A faire

REMARQUE:
Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a tel que

Ve e I,g(x) #0

ou I est un intervalle

— qui contient a si a € R,
— dont une borne est a si a = +oo.

Alors,
az
frye = % =
g #

EXEMPLE: ) 5

a3 az
;r2+a:3 ~ a:2carL:1+ac—>1.

z—0 x2 z—0

EXEMPLE:

Soit f une fonction.

ff(\;O <= 3I voisinage de a,Vz € I, f(z) = 0.



Deuxiéme partie

Asymptotes, branches paraboliques
et prolongement par continuité



Cas 1

Cas 2

Sous cas 1

Sous cas 2

Sous cas 3

Sous cas 4

Sous-sous cas 1

11 Asymptotes, branches paraboliques et prolongement par continuité

Limite en +o0o :

f@) o fe R

On dit que la droite d’équation y = £ est une
asymptote horizontale.
é_ —_ —_ —
a5
fld) —— o0 dans ce cas, on cherche lim M
T—+00 z—+oc0 I
15
& n’a pas de limite en +oc0.
T
7
a8
/(@) .
98 x—+ o0
On dit que la courbe de f présente une
branche parabolique de direction asympto-
tique I'axee des ordonées.
f@) -

/()

T

est la pente de la droite verte.

BeEes=ses=s==

f(@) N
x x—+00
On dit que la courbe de f présente une
branche parabolique de direction asympto-
tique ’axe des ordonées.
_—
//
e (@) |

= est la pente de la droite verte.

xT

=) ————— £ € RT. On cherche lir_'r} (f(z) — tz).

x x—+o00 x—+o00

f(x)féxmaelli

Asymptote oblique d’équation y = fx + a.

7




Sous-sous cas 2

Sous-sous cas 2

Cas 1

Cas 2

Cas 3

11 Asymptotes, branches paraboliques et prolongement par continuité

f(x) — £z n’a pas de limite

Branche parabolique de direction asympto-
tique la droite d’équation y = fx.

Limite en a € R :

On cherche lim f(z).
Tr—a

Pas de limite

1
m»—)sin(7> en 0 :
x

f(z) - +o0

1

f(z) —>LER,

f:xl—>

on pose

sin x

f(z) —— 1, dans ce cas,
T xz—0

sin x

six #0

1 six=0

f(z) =

S~

—J

Asymptote verticale d’équation =z = a.

e~

‘ a

On pose f(a) = ¢. On dit que I'on a prolongé
par continuité la fonction f.
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