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Premiére partie

Logarithme népérien



Logarithme népérien

Théoréme (théoréme fondamental de I’analyse): Soit f une fonction continue sur un

intervalle I. Alors il existe F' dérivable sur I telle que

Vo eI, F'(z) = f(z).

Preuve (c.f. chapitre 5 : calcul intégral):
O

1
Définition: La fonction In est I'unique primitive sur R} de x — — qui s’annule en 1.
az

Proposition: 1. In1=0;
2. In est dérivable sur R et
1
Vz > 0,In' z = =.

az
Corollaire:
z dt
Ve > 0,lnz = —.
1t
Preuve:
Soit
o:Rf — R
z dt
T — —.
1t
On a
Vz > 0,¢(x) = [Int]]
=Inz—1In1l
=Ilnz
REMARQUE:

u: R, — R
z — In(—x)

u est dérivable sur R et

Vz < 0,u/(z) =In'(—z) x (1) = — =

- 1 _
Donc u est une primite de z — — sur R .
@



I Logarithme népérien

. o= . .
Soit v : R R || est dérivable sur R* donc v aussi.
z — In(|z]).

Vz > 0,v(z) =Inz

1
donc Vz > 0,v'(z) = —.
@

Ve < 0,v(x) = In(—z) = u(zx)

1
donc Vz < 0,v'(z) = —.
&

1 1
Donc, Vo € R*,v/(x) = —. Ainsi, v est une primitive de z — — sur R* mais cette primitive
x T
n’est pas unique :
w:R* — R

N l1+Inz siz>0
In(—z) -3 siz<0

S 1
est une autre primitive de = — — sur R*.
a8

Corollaire: In est strictement croissante sur R; .
Preuve:
, 1
Ve >0,In"z=— > 0.
s
O
RU{-
Proposition: Soit f une fonction croissante sur |a, b[ avec “c {=oo} et a <
b€ RU{+oo}.

b.

1. Si f est majorée, lim f(z) € R.

z—b
<
2. Si f n’est pas majorée, lim f(z) = +oo.
z—b
<
3. Si f est minorée, }gnaf(x) € R.
>
4. Si f n’est pas minorée, zhg}l f(z) = —o0.
>
O
Proposition:
Va,b € R}, In(ab) = Ina + Inb.




Logarithme népérien

Preuve:

+
Soit a >0 et u : i = R

z +—— In(ax).
u est dérivable sur R et

1
Vm>0,u'(w):1n’(ax)><a:i:f
ar x

1

Donc u est une primitive de 2 — — sur R}. Comme R est un intervalle, il existe C € R
az

telle que

Vz € Rf,u(z) = Inz + C.

En particulier,

u(1) Inl1+C

Il I
Ina = C

Donc
Vz > 0,In(az) =Inz + Ina.

O
Corollaire: Soit a > 0 et n € Z. Alors In(a™) = nln(a).
Preuve (par récurrence sur n ):
Pour n € IN, on pose
Z(n): “In(a") =nlna”.
— Avecn=0,In(a") =In1=0=0XIna
— Soit n € IN. On suppose &(n) vraie.
In(a™*!) = In(a x a™)
=lIna+ In(a™)
=Ina+nlna
=(Mn+1)lna
Donc
Vn € N,In(a") = nlna.
. 1 1
ln(7> +lna:ln(f ><a> =Inl1=0
a a
1
doncIn — = —1Ina
a
— Soit n € Z~ . Alors,
1 —n
In(a™) :1n<() ) =-nln- =nlna.
a a
O



Logarithme népérien

Corollaire:
lim Inz =+
x—+oo
lim Inz = —o0
z—0
Preuve:
Comme In est croissante sur ]0, +o00[, on sait que lim Inz existe. C’est un réle ou +oo.

r—+00

m In(2") = ¢ car

Supposons cette limite réelle : on pose lim Inz =/¢ € R. Alors i
—+o0 n——+oo

T

2" ———— 4o0.
n——+oo

Or,
Vz € N,In(2") =nln2

et 2> 1doncIn2 >Inl =0 donc nln2 ——— 400 : une contradiction.

n——+oo

Donc Inz —— +o0.
x—+00

1
Ve >0,lnz=—In— —— —o0
xr xz—0
>
1
car — — +o0. O
xr x=—0
>
Proposition:
. Inz
lim — =0.
x—+oco
Preuve:
Soit x > 1. On a
z1
O:lnlglnx:/ — dt
1t
et
vVt e [1,z],t >Vt
donc 1 1
Vte [l,z], - < —.
[ ] t \/f
Par croissance de 'intégrale, on en déduit que
17 = q z
lnz:/ —dt< [ dt=[2vA] =2vm-2.
o t 1 Vit 1
Ainsi,
Inz 1 1
Ve 21,0 — <2 —=— —
» ® @
———
—0
z— 400

Inz
Par encadrement, on a donc — — 0.
x x—>+00
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Exponentielle



Exponentielle

Proposition: In:R% — R est bijective.

Preuve:

In est continue sur R} (car elle est dérivable) et strictement croissante, donc elle établit
une bijection de ]0, +-oo[ dans } lim Inz, lim Inz [ =] — 00, +oo[= R. |
x—0 T —+00

Définition: La fonction exponentielle est la réciproque du logarithme népérien. On la
note exp.

Proposition: 1. exp: R — R} est dérivable et Va € R, exp’ (z) = exp(z);
, Jm exp(z) = +oo;
| Jim_exp(z) = 0;
3. lim 2wl = +00;

T —+00 98

4. Va,b € R, exp(a+b) = exp(a) x exp(b).

Preuve: 1. Soit = € R. N

In’ (exp(z)) = p(@) #0

donc exp est dérivable sur R et
1

m = exp(z).

Vo € R,exp’(z) =

2. — Inu —— —oo donc exp(z) —— 0
u—0 T——00

— Inu —— 400 donc exp(x) —— +00.
u—-+o00 x—+00
3. Pour z € R, on pose z = lnu (<:> u = exp(:p)). Donc

exp(z) u 1
= — = — fo0.
a Inu Inu yytoo
u

a=Ina,
b=1Ing.
On a exp(a) x exp(b) = aff et
exp(a + b) = exp (In(a) + In(3))
= exp (In(ap))
—af

4. Soient a,b € R. On pose {




II

Exponentielle
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111 Fonctions puissances

REMARQUE (Rappel):
Va € R,Vz > 0,2% = exp(alnz).
En particulier, en posant z = e = exp(1), on a donc
Va € R, e® = exp(a).
REMARQUE (Notation):
R}, — R

a

it R. P hapit t :
Soit a € our ce chapitre, on note pg T s 2%

Proposition: Soit a € R. p, est dérivable sur R et

Vo > 0,pl(z) = az®~ L.

Preuve:

Vz € RY, pa(z) = e*12=.

Or, In, exp, « — ax sont dérivables sur leur domaine de définition donc p, aussi et

a a
YV > inil(x) — 7ealnz = Zp0 = CL:Ea_l.
a a
Corollaire: 1. Ya € R* | pq est strictement décroissante.

2. Ya € Ri, Pa est strictement croissante.

3. po est la fonction constante égale a 1.

Preuve:
Pour tout = > 0, p/,(x) est du signe de a puisque

o1 — e(a—l) Inz > 0.

pa(r) —— +00,

P L. 1S T —+00
roposition: . Sia>0, Pa() — 0;

x—r+00

2. Sla<0, pa(fﬂ) +00;

3. Si(ZZO, pa(ﬂ»‘) 1.

12



111 Fonctions puissances

Freuve:
A faire O

Proposition: On suppose a > 0.

1. Sia>1, alors L(z) — 5 +o00;
xT r—+00

2. Sia <1, alors L(z) ——0;
xT T —+o00

3. Sia =1, alors Vz > 0, pq(z) = =.

Preuve:

Proposition: On suppose a > 0. On peut prolonger p, par continuité en 0 en posant
Pa(0) = 0.

. , )
1. Sia > 1, alors p,(z) - 0;

2. Sia <1, alors pl(z) — +o0;
z—0
>

Preuve: 1. On suppose a > 1. Alors,

vz > 0,p)(z) = az®~t —— 0.
z—0
>

2. On suppose a < 1.
vz > 0,p,(z) = az®™! —— +oo0.

z—0
>

13



111 Fonctions puissances

a €]0,1
1 a=0
|
|
| a<l1
1
Proposition (croissances comparées): Soient a,b € R;}. Alors,
l a
im 2@ _
z—+oo b
EXEMPLE:
Si on ne dispose pas de la formule :
. Inz 2
On a
1 21n (v/x 1
\r;f: (f): 2 —  avec u =+\x —— +o0.
x \/E u z— 400
——0
u—~+oo
Preuve:
In(1
vz > 1, lna(;l:) _ eeln(lne) _ ealn(lnm)fblnx.
g eblnz
In(lnz Inu
Or In(lnz) = & (Inz) car (Inz) = — avecu=Inz — 4oo.
x—+00 1 U x—+o0o
—~—
0
u—++400
Donc,
a
In (I) :ee(ln;c)—blnx _ eln(z)(flﬂ»c(l)) 0
b x—r—+00
—b+0(l) —— —b< 0
x—+00
car

Inzx —— +oo.
x—+00

14



111 Fonctions puissances

Corollaire:
zlnz —— 0.
z—0
>
Preuve: "
Pour z €]0, 1], on pose u = — —— +o00.
xr z=z—0
>
Donc,
In (l)
Vz €]0,1[,zlnz = u
u
~ Inu
B U u——+00
Corollaire: Soit a > 0. Alors Y
lim — =0
r—+o00 e®
Preuve:
On fait le changement de variables u = ¢* ——— +o00.
T —r+00
i In® u
Ve >0, — =
e* u u—>—+00

15



Quatriéme partie

Exponentielle et logarithme de base
a
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I\Y Exponentielle et logarithme de base a

+

. —
Définition: Soit a > 0. L’application exp,, : R,
a

ponentielle de base a.

I zlna ©st appelée ex-
=e

REMARQUE:
L’exponentielle de base e est ’exponentielle classique.
Proposition: exp, est dérivable sur R et

Vo € R,exp, (z) = In(a) exp,(z) = a” Ina.

Corollaire: 1. Si a €]0,1[, alors exp, est strictement décroissante.
2. Sia > 1, alors exp, est strictement croissante.

3. Sia =1, alors exp,(z) = 1 pour tout = € R.

Proposition: 1. Sia €]0,1],
— exp,(z) —— 0,
T—+o0

— expg(x) —— +o0,
Tr—r—00

_epg®)
ks r—>—00 ’

2. Sia>1,
— exp,(x) m o0,

_expy(2) .
x T—+o00 )

— exp,(x) — 0;
Tr—r—00

a>1

Proposition: Sia € R \ {1}, alors exp, est bijective.

Définition: Soit a > 0et a # 1.

17



I\Y Exponentielle et logarithme de base a

La réciproque de exp, est appelé logarithme de base a et est noté log,,.

Proposition: Sia € R\ {1}, alors

1
vz > 0,log, (z) = —lnr.
na

Preuve:
Soit @ € RY \ {1}.
— Soit z > 0,
exp, Inz :e%EZXlna:elnx:x
Ina
— Soit z € R,

In (exp, () ~_In (eml"“) _xlna

Ina Ina Ina

Inz
Donc, log, : = na est bien la réciproque de exp,.
na

EXEMPLE: o
Combien y a-t-il de chiffres dans la représentation décimale de 2°°%1 ¢

22021

Soit N € IN. La représentation décimale de a N chiffres si et seulement si

10N -1 ¢ 92021 _ 1N
<= N —1<logy (22021) <N
— N-1<202llog;02< N
<= N > 2021log;52 et N < 2021log;((2) +1
<= 2021log;(2 < N < 2021log;y(2) +1 = N = 609.

~608,3

18
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Fonctions trigonométriques

Proposition:
s
lim o =1
z—0
N
g
@) B JA
Preuve: .
Soit z € ]0, B [ On pose M (cosz,sinz) et N(1,tanx).
Le triangle OBM est contenu dans le secteur OAM donc
cos(x) sin(x) <z
2 20
Le secteur OAM est contenu dans le triangle OAN donc
xr _ tanz sinz
S = .
2 2 2cosx
D’ou,
sinx 1
cosT < <
a cos T
Or, cosx — 1 et — 1.
x—0 cosx x=—0
> >
Par encadrement, on en déduit que
sinx
1
€T x—0
>
et ) .
T sinz  sin(—x
Vx € ] == 0[, — = g — 1 d’aprés le calcul précédent.
2 g —T z—O
sin’ = cos
Corollaire: sin et cos sont dérivables sur R et , .
cos’ = —sin.

20



Fonctions trigonométriques

Preuve:
Soit x € R et h € R*.

sin(z + h) — sinz _ sin(z) cos(h) + cos(z) sin(h) — sin(z)

h h
—1+cosh . sin h
= ————sinx + coszT
h
. -2 SiI‘l2 % sin h
=sinx X ———= 4 cosx
h
h r\? 2
Or, sin? = ~ = —. Alors
2 h—0 \ 2 4
sin? % N ﬁ
h h—=04 h—0
Donc,
sin(z + h) — sinz
COS .
h h—0

Egalement, V& € R, cosz = sin (g — z) donc

Vz € R, cos’(z) = cos (g — a:) X (=1) = —sinx.

Proposition: La fonction tan est dérivable sur {x ER|xz# g [W}} =D et

1
Vz € D,tan’ x = 1+ tan’ 2z = ———.
cos?

Preuve:

Vax € D,tanxz = —— ; sin et cos sont dérivables sur IR donc tan est dérivable sur D.
cos T

2 02
cos” x + sin“ 1
Vz € D,tan’ 2 = 5 = 5
cos? x cos? T
I o
14 tan®z

= —o0. O
x>z
>

Proposition: lim tanz = +oc0 et lim
z— T us
e

21



Fonctions trigonométriques

|
[
|
[
[
|
[
[
|
|
3

.

B _w
_*‘2* 5

_—— e e e A — - - — — —

Proposition: cotan est dérivable sur D = {zx € R |z =0 [r]} et

1

sin? z

Yz € D, cotan’ x = — = —1 — cotan®z.

Preuve:
i 2 cosx
Vz € D,cotanx = ——.
sin x
Donc,
2 2
—sin“x — cos® x 1
V& € D,cotan’ x = = ===
sin® x sin® z
o,
— 1 — cotan” x.
Proposition: lim cotanxz = —oo et lim cotanz = +oc.
Tr—T Tr—rT
< >
|
|
|
|
|
|
|
|

| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
—P7r —r T 2
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

22



Sixiéme partie

Fonctions trigonométriques
réciproques
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Fonctions trigonométriques réciproques

™ T

_rr 1,1
Proposition — Définition: L’application [ 2’2] — [

r +—— sinz
On appelle arcsinus la réciproque de cette bijection et on la note Arcsin.

T

est bijective.

™
Pour tout = € [—1,1], Arcsinz est le seul angle | compris entre = et B donc le sinus

vaut x. O
ExXEMPLE: — Arcsin0 =0,

. ™

— Arcsinl = —,
23 3

— Arcsin (sin g) =4 771' car Arcsin(—1) = 72.

. LT —27 LT . T . 2 27 T T
— Arcsin | sin — | = carsin— =sin({nr— — | =sin({—— et — € |——, =

5 5 5 5 5 5 22

Proposition: 1. Vz € [-1,1], Arcsinz € [*%, g]
i

2. Vo e [—5

3. Vz € [-1,1],sin(Arcsinz) =«

4. Vx € [—1,1],cos(Arcsinz) = /1 — 22

T 3 3 —
, 5] ,Arcsin(sin @) = 0

Preuve: 1., 2. et 3. correspondent a la définition de Arcsin.

4. Soit x € [—1,1]. On pose § = Arcsinz € {—g, g] On sait que cos? +sin® 0 = 1

donc cos? § = 1—sin? @ = 1 —sin?(Arcsinz) = 1 —z2. On en déduit que | cos 9‘ =

V1 — 22, Comme 6 € [—g, g], cosf > 0 et donc

cos(Arcsinz) = /1 — x2.

Proposition: 1. Arcsin est impaire
2. Arcsin est continue sur [—1,1]
3. Arcsin est dérivable sur | — 1,1] et
. 1
Vz €] — 1,1[, Arcsin’ 2 = ——= >0

V1 — 2

4. Arcsin n’est pas dérivable en 1 et en -1.

24




VI Fonctions trigonométriques réciproques

71'/2

— 7/

Preuve: 1. Soit x € [—1,1]. Alors —z € [—1, 1]. On pose 6 = Arcsin(—z). 6 est le seul

. (O .
nombre compris entre —5 et 5 vérifiant sinf = —x.
T T
Arcsinz € [**, f] donc — Arcsinzx € [77, f]. On a
2" 2 2° 2
sin(— Arcsinz) = — sin(Arcsinz) = —z
donc
0 = Arcsin(—z) = — Arcsin z.
2. sin est continue et strictement croissante sur [~ 7/2,7/2] & valeurs dans [—1,1]

donc Arcsin est continue sur [—1,1].
3. Soit z € [—1,1]. sin’(Arcsin ) = cos(Arcsinz) = V1 — 22 donc
Vz €] — 1, 1], sin’ (Arcsin ) # 0.
Donc Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ et

1
V1—x2

4. Arcsin est continue sur [—1,1], dérivable sur | — 1,1[, et

Vz €] — 1,1[, Arcsin’ z =

1
vV €] — 1,1[, Arcsin’ 2 = — ———— +c0.

V1—22 z—=+1
D’apreés le théoréme de la limite de la dérivée, Arcsin n’est pas dérivable en £1.

O

REMARQUE:

Une primitive de x — est Arcsin.

1
VvV1i—2x

0,7] — [-1,1]

Proposition — Définition: L’application
T +—> cosx

est bijective. On

note sa réciproque Arccos.

En d’autres termes, pour € [—1,1], Arccosz est le seul angle ‘ compris entre 0 et 7

dont le cosinus vaut x.

25



VI Fonctions trigonométriques réciproques

Preuve:
Théoréme de la bijection continue. O

EXEMPLE: . .

Arccos0 = E, Arccos — = z, Arccos | —= ) = —,
2 2 3 2

757r) 59w

75T m 5
Arccos ( cos — | = — € [0, 7] car cos — =cos [ — — 27 | = cos | ———
67 67 67 67 6

Proposition: 1. Vz € [-1,1], Arccosz € [0, 7],
2. V0 € [0, 7], Arccos(cos6) = 0,
3. Vx € [-1,1], cos(Arccosz) = z,

4. Vz € [-1,1], sin(Arccosz) = /1 — z2.

Preuve: 1., 2. et 3. correspondent a la définition de Arccos.
4. Soit z € [—1,1].

sin?(Arccos ) = 1 — cos?(Arccosz) = 1 — z?

donc |sin(Arccosz)| = V1 — 22.

Or, Arccosz € [0, 7] donc sin(Arccosx) > 0 et donc

sin(Arccosz) = /1 — x2.

Proposition: 1. Arccos est continue sur [—1, 1],

2. Arccos est dérivable sur | — 1, 1] et

1

Va €] - 1,1[, Arccos’ & = Bk

Preuve: 1. cos est coninue et strictement décroissante sur [0, 7] & valeurs dans [—1, 1]
donc Arccos continue dans [—1, 1].

Va €] — 1,1], cos’(Arccos x) = — sin(Arccos )

—V1—xz2#0

donc Arccos est dérivable sur | — 1, 1] et

1
Arccos’ ¢ = ————— < 0.

V1—x2

26



VI

Fonctions trigonométriques réciproques

Corollaire: -
Vz € [—1,1], Arccosz + Arcsinz = Bl

-1,1] — R

Preuve:  METHODE 1 Soit f : .
e f r +—— Arcsinxz 4+ Arccosz

continue sur [—1, 1]

et dérivable sur | — 1,1[. On a
1 1
Ve €] —1,1[, f'(z) = — =0
=L Fe) =A==
donc f est constante sur | —1,1] :

3C e R, Vz €] — 1,1, f(z) = C.

En particulier,

f(0) = Arccos 0+ Arcsin0 = — +0 =

™
5"
METrHODE 2 Soit x € [0, 1].
sin(Arccos ) = v/1 — 22 = cos(Arcsin x)
= sin (g — Arcsin x)

donc

Arccosz = g — Arcsinz [27] ou m — Arccosz = g — Arcsinz [27]

donc
Jk € Z, Arccosz + Arcsinz = g + 2km

ou Jk € Z, — Arccosz + Arcsinx = —g + 2k,

T .
donc ) < — Arccosz + Arcsinz <

o
IN
>
=
o
2}
=]
8
N
|
S

. ™ N s
Arccosz + Arcsinz = 5 ou — Arccosx + Arcsinz = —

™ ™
— Si — Arccosx > —3 ou Arcsinz > 0, alors — Arccosz + Arcsinz > % et

donc -
Arccosx + Arcsinx = &

™
— Si — Arccosz = B et Arcsinz = 0, alors x = 0 et donc

Arccosz + Arcsinz = g +0= g
Soit z € [—1,0[. On pose y = —z € [0, 1]
— Arcsinz = — Arcsiny,
— Arccosx = m—Arccosy : en effet, cos(m— Arccosy) = — cos(Arccosy) = —y =

z et 0 < Arccosy < m donc —7 < Arccosy < 0 et donc 0 < m — Arccosy < 7

27



VI Fonctions trigonométriques réciproques

D’ou,
Arccosx + Arcsinz = m — Arccosy — Arcsiny

=7 — (Arccosy + Arcsiny)

™
=T — —
2
_7T
= 5
O
™
7r/2
-1 0 1

[—>R
r +—— tanx

w13

™
Proposition — Définition: L’application ]_57 est bijective. On

note Arctan la réciproque de cette bijection.

s ™
C’est a dire, pour tout € R, Arctan z est le seul angle | compris entre — Pl et bl (exclus)

dont la tangente vaut x.

Preuve:
Théoréeme de la bijection continue. O

EXEMPLE: .
Arctan0 = 0, Arctan1 = 7 ArctanV/3 =

)

ks
3

9 2 T 97 97 2
Arctan(tan —) = — € ]—f, - [ car tan — =tan [ — — 7 | = tan —.
7 7 22 7 7 7
Proposition: 1. Arctan est dérivable sur R et
, 1
Vz € R, Arctan’z = ——,
1+ z2
lim Arctanz = E,
2. T — 400 2 x
lim Arctanz = ——,
r——00 2

28



VI Fonctions trigonométriques réciproques

H 3. Arctan est impaire.

7r/2“

— /ot

Preuwve: 1. Va € R, tan’(Arctanz) = 1 + tan?(Arctanz) = 1 + z2 # 0 donc Arctan
est dérivable sur R et

1

Vz € R, Arctan’(z) = ——.

1+ 22

2. On déduit des limites de tan les limites de Arctan.

3. Comme pour Arcsin.

O
Proposition:
U a
1 = siz >0
Va € R*, Arctanz 4 Arctan — = { 2
x —— siz <0
2
Preuve:
R* — R
3 1 érivabl *
On pose f ¢ s Arctanw 4+ Arctan ~ dérivable sur R* par
B
1 1 1
@)= —s - ——— x—
1\2 2
L+a® 1+(3)° 2
1 1
T 1422 1422
=0
/N\ R* n’est pas un intervalle!
— R} est un intervalle donc 3CT € R,Vz € R, f(z) = CT
— R est un intervalle donc 3C~ € R,V € R, f(z) = C~
f(l):z—i—z:zdoncCJr:E
4 7T4 71'2 ™ 27 ™
f(-1)=—=—-—-=——donc C™ = ——. O
4 4 2 2
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VII Trigonométrie hyperbolique

Définition: Pour tout = € R, on pose

xT —x
che — i,
e® —28*”
shx = —
h
h¥r= S—z
chz

ch est appelé cosinus hyperbolique, sh est appelé sinus hyperbolique et th est appelé
tangeante hyperbolique.

REMARQUE:
Ces formules rappélent les formules d’Euler : pour tout = € R,

eiz +677Lz et + e %
cosr=—— +— chex=——
2 2
) eiac o e*ia: et — e~
sSiIng = ——— +— shx =
21 2

sinft+ — — — — A2M
|
|
0 |
cos 0
z° 4 y2 =1
Proposition:
Vt € R,ch?t —sh?t=1.
Preuve:
Soit t € R.

—o 2 —o 2
ch?t—sh?t = El — il
2 2

gt e ghet Gt d e

2 2
2e~t 2t
= X —
2 2
=etxel
=1
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VII Trigonométrie hyperbolique

EXERCICE:
Eaxpliciter ch(a + b) avec (a,b) € R2.

26a+b + eb—a + ea—b 26—(a+b) o ea—b o eb—a
4 4
= ! <2@“+b + 26_(“+b))
4
ea+b +€—(a+b)

2
= ch(a +b).

ch(a) ch(b) + sh(a) sh(b)

Eaxpliciter sh(a + b) avec (a,b) € R2.

sh(a) ch(b) + sh(b) ch(a) % (26““’ NI P B B P S P 26*(a+b))
en.+b o e*(a+b)

2
= sh(a +b)

Proposition: 1. ch est paire, sh est impaire;
ch’ = sh,

2. ch et sh sont dérivables sur R et ,
sh” = ch;

3. sh est strictement croissante sur R, ch est strictement croissante sur RT ;
4. lim chz =400, lim shzx=4occet lim shz = —o0;
x—+o00 T—r+oo T—— 00

1 1
5 chx ~ —e®etsh ~ —e”.
2 2

T —r+00 x—+00

sh
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VII Trigonométrie hyperbolique

Preuve: 1.
—z —(—=z) a7 —x
ch(—z) = cte _cre = chuz;
-z _ ,—(—=x) —T _ o T _ e~ T
sh(—z) = < c == € - £ % — ha
2 2 2

2. x> e” et z+— e~ * sont dérivables sur R donc ch et sh aussi. On a donc

T _ ,—T
ch/(z) = % = sh(z);
Vr € R, . .
sh’(z) = % = ch(z).
xT —x
3. Vo € R,sh’z =cha = ere” > 0 donc sh strictement croissante sur R.

Va € R}, ch’ 2 = sha > sh0 = 0 (car sh strictement croissante) et ch’ 0 = sh0 =
0. Donc, ch est strictement croissante sur R .

4.et 5.
1 e” e’
cha=-(e"+e ™) =— (1+e ) ~ — — +o0;
2 2 z—+o00 2
YV S R, 1 e® 9 T
the =g (F e =5 (=™, nog e
O
REMARQUE:
La courbe représentative de ch est appelée “chainette”.
Proposition: 1. th est imapire;
2. th est dérivable sur R et
/ 1 2
Ve € R,th'z = —5— =1—th“g;
ch*x
3. th est strictement croissante sur R ;
4. lim thx=1et lim thzx=—-1.
x—+00 T ——00
1 - — th

Preuve: 1. Soit z € R.

th(—z) sh(—x) shz th
—x) = == == xT.
ch(—x) cha

33



VII Trigonométrie hyperbolique

2. sh et ch sont dérivables sur R et Vo € R, chx # 0 donc th est dérivable sur R et
h? 2 — sh? 1
V:cER,th'a::C il 5
2 chx
h2
—1- 2 1t
ch®x

3. Vz € R,th'z =

2 > 0 donc th est strictement croissante sur R.
@

a
4. On a N .

shax e’ /2

Ve € R,the = — ~ / = 1
chz e*/2 z—+o00
et, comme th est impaire,
lim thz=-— lim thx=—1.
T—r—00 r—r+00

EXERCICE:
Résoudre shx =y d’inconnue x et y étant un parametre réel.
Soit z € R.

a =aR

shz =y <:>6 2 =y
— (%)% — 1 = 2ye®
>0

e
= (€ -y9? -2 +1)=0
— <ezfyf\/y2+1> (ezfy+\/y2+l>
—e"=y+vVy2+loue®=y—Vy2+1

Or, (y+\/1+y2) (y—\/1+y2) = —1<0doncy++1+y?ety—+/1+y? sont de signes

Opposés.

d’ou
y—V1+y?2<0

shz=y < " =y++1+9y2 — x:ln(y+\/1+y2)~

\/1 2
Commey+\/1+y2>y\/1+y2,ona{y+ Ty >0

On a trouvé la réciproque de sh :

Argsh: R — R

xl—)ln(x+\/l+x2>
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