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Définition: Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a ∈ R.

On dit que f possède un développment limité d’ordre n au voisinage de a s’il existe des
réels (c0, . . . , cn) ∈ Rn+1 tels que

f(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · ·+ cn(x− a)n + `o
x→a

(
(x− a)n

)
.

En particulier, avec a = 0, on a

f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n︸ ︷︷ ︸
développement de Taylor

+ `o
x→0

(xn)︸ ︷︷ ︸
reste

.

Théorème (Taylor-Young): Si f est de classe Cn (i.e. f définie et dérivable n fois et
f (n) est continue) au voisinage de a, alors f admet un développement limité d’ordre n
au voisinage de a est

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) + (x− a)2
f ′′(a)

2!
+ · · ·+ (x− a)n

f (n)(a)

n!
+ `o
x→a

(
(x− a)n

)
.

Remarque:
Cette formule est à éviter en pratique : il est bien trop difficile de calculer f (n) pour tout n.

Cependant, on peut quand même en déduire le développement limité de exp, cos, sin et
x 7→ (1 + x)α en 0.
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Corollaire:

ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+

xn

n!
+ `o
x→0

(xn),

cosx = 1−
x2

2
+
x4

4!
−
x6

6!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ `o
x→0

(x2n),

sinx = x−
x3

3!
+
x5

5!
−
x7

7!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ `o
x→0

(x2n+1),

∀α ∈ R, (1 + x)α = 1 + αx+ α(α− 1)
x2

2!
+ α(α− 1)(α− 2)

x3

3!
+ · · ·

+ α(α− 1) · · ·
(
α− (α− 1)

)xn
n!

+ `o
x→0

(xn).

Remarque:

Avec α = −1, on obtient le développement limité de
1

1 + x
en 0 :

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · ·+ (−1)nxn + `o

x→0
(xn).

On en déduit donc le développement limité en 0 de
1

1− x
:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + `o

x→0
(xn)

Avec α =
1

2
, on obtient le développement limité à l’ordre 2 de

√
1 + x :

√
1 + x = 1 +

x

2
−
x2

8
+ `o
x→0

(x2).

Théorème (primitivation): Soit f une fonction continue en a ayant un développement
limité d’ordre n au voisinage de a. Soient (c0, c1, . . . , cn) ∈ Rn+1 tels que

f(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + · · ·+ cn(x− a)n + `o
x→a

(
(x− a)n

)
.

Soit F une primitive de f . Alors F a un développement limité d’ordre n+1 au voisinage
de a et

F (x) = F (a) = c0(x− a) + c1
(x− a)2

2
+ · · ·+ cn

(x− a)n+1

n+ 1
+ `o
x→a

(
(x− a)n+1

)
.

Corollaire: En primitivant le développement limité de
1

x+ 1
, on obtient le dévelop-

pement limité de ln(1 + x) :

ln(1 + x) = x−
x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)n

xn+1

n+ 1
+ `o
x→0

(xn+1).

On en déduit aussi le développement limité de Arctan :

Arctanx = x−
x3

3
+
x5

5
−
x7

7
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ `o
x→0

(x2n+1).
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Exercice (Calculer DL5 (0 ) de tan):

Méthode 1 (quotient) : tanx =
sinx

cosx
.

On a 
sinx = x−

x3

6
+

x5

120
+ `o(x5),

cosx = 1−
x2

2
+
x4

24
+ `o(x5).

On calcule d’abord le développement limité de
1

cosx
:

1

cosx
=

1

1− x2

2
+ x4

24
+ `o(x5)

=
1

1 + u
avec u = −

x2

2
+
x4

24
+ `o(x5) −−−→

x→0
0

= 1− u+ u2 + `o(u2)
= 1−

(
−
x2

2
+
x4

24
+ `o(x5)

)
+

(
−
x2

2
+
x4

24
+ `o(x5)

)
+ `o

((
−
x2

2
+
x4

24
+ `o(x5)

)2
)

= 1 +
x2

2
−
x4

24
+
x4

4
+ `o(x5)

= 1 +
x2

2
+

5x4

24
+ `o(x5).

On en déduit le développement limité de tanx :

tanx =

(
x−

x3

6
+

x5

120
+ `o(x5)

)(
1 +

x2

2
+

5x4

24
+ `o(x5)

)
= x+

x3

2
+

5x5

24
−
x3

6
−
x5

12
+

x5

120
+ `o(x5)

= x+
x3

3
+

2x5

15
+ `o(x5).

À connaître :

tanx = x+
x3

3
+ `o
x→0

(x3).

Méthode 2 (déterminer les coefficiants)
On identifie les coefficants :

sinx = (tanx)(cosx)

=
(
c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + c4x

4 + c5x
5 + `o(x5))

×
(
1−

x2

2
+
x4

24
+ `o(x5)

)
= c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 + c4x

4 + c5x
5 + `o(x5)

− c0
x2

2
− c1

x3

2
− c2

x4

2
− c3

x5

2
+ c0

x4

24
+ c1

x5

24
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Par unicité du développement limité,

c0 = 0

c1 = 1

c2 −
c0

2
= 0

c3 −
c1

2
= −

1

6
c4 −

c2

2
+
c0

24
= 0

c5 −
c3

2
+
c1

24
=

1

120

et donc 

c0 = c2 = c4 = 0

c1 = 1

c3 =
1

3

c5 =
2

15

Méthode 3 (primitivation)
On sait que

tanx− tan 0

x− 0
−−−→
x→0

tan′(0) = 1

donc tanx ∼ x et donc tanx = x+ `o(x).
D’où

tan′(x) = 1 + tan2(x) = 1 +
(
x+ `o(x))2

= 1 + x2 + `o(x2).

En intégrant, on en déduit que

tanx = tan 0 + x+
x3

3
+ `o(x3)

Donc,

tan′(x) = 1 + tan2 x

= 1 +

(
x+

x3

3
+ `o(x3)

)2

= 1 + x2 +
x6

9
+ `o(x6) + 2

x4

3
+ `o(x4) + `o(x6)

= 1 + x2 +
2

3
x4 + `o(x4)

On en déduit donc le développement limité à l’ordre 5 de tan :

tanx = tan 0︸ ︷︷ ︸=

0

+
x3

3
+

2

15
x5 + `o(x5)
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