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Définition: Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a € R.

On dit que f posséde un développment limité d’ordre n au voisinage de a s’il existe des
réels (co,...,cn) € R tels que

f(x) :co+cl(x—a)+cz(x—a)2+---+cn(x—a)"+ o ((m—a)")A

T—ra

En particulier, avec a = 0, on a

f(x)=Co+C1x+02x2+~~~+cnx"+ s (™).
x—0

développement de Taylor reste

Théoréme (Taylor-Young): Si f est de classe ¢ (i.e. f définie et dérivable n fois et
f () est continue) au voisinage de a, alors f admet un développement limité d’ordre n
au voisinage de a est

ues (n) (g
F@) = f@ + @ a)f @+ @ -al Dy D, (@ ay).

REMARQUE:
Cette formule est a éviter en pratique : il est bien trop difficile de calculer f(”> pour tout n.

Cependant, on peut quand méme en déduire le développement limité de exp, cos, sin et
z— (1+x)%en 0.
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Corollaire:

x? n
ef=14+z+—4+---+—+ o (z"),
2 n! z—0
22 gt 26 221
=1 == o —1)" 2n
cose st e T T g TS
3 5 7 2n+1
@ @ ) @
Sing=2— —+— —— 4+ (-1)"—— + o (z2*t1),
3! 5! 7! ( ) (2n+1)! a:—>0( )

2 3
VaER,(l—i—x)o‘:1+o¢x+a(a—1)2—'4-04(0[—1)(01—2)%+~-~

T4, (z™).

tafa=1)---(a=(@=1))—+ o

REMARQUE:
en 0 :

Avec @ = —1, on obtient le développement limité de i
a

1
1+

=l-z+a?2—22+... 4+ (=1)"2"+ o (z").
=0

1

— T

On en déduit donc le développement limité en 0 de ]

=l+z+z?+23+. . 42"+ o (z")
11—z z—0

1
Avec o = > on obtient le développement limité & 'ordre 2 de v/1 + x :

2
Vitz=1+2_% 4 o (x?).
2 8 z—0

Théoréme (primitivation): Soit f une fonction continue en a ayant un développement
limité d’ordre n au voisinage de a. Soient (co,c1,...,cn) € R* ! tels que

f(zx) :co+c1(:v—a)+cz(:c—a)2+~~+cn(ax—a)"+xga ((x—a)™).

Soit F' une primitive de f. Alors F' a un développement limité d’ordre n+ 1 au voisinage
de a et
(z — a)? (x —a)”t!

+oten———+ o ((@—a)"™).

F(z) = F(a) =co(z —a) +c1 5 ntl S

1
Corollaire: En primitivant le développement limité de ?, on obtient le dévelop-
a0y
pement limité de In(1 + z) :

ZE2 CE3 xn+1

In(1 = — 4t (=)
n(l+z)==z 2+3+ + (=1)

o (z™h).
n+1 x—0

On en déduit aussi le développement limité de Arctan :

£E3 1.5 I7 1.2n+1
Arct = — P 1" 2n+1.
rctany =2 = — + : - + -+ (—1) 2n+1+mgo(x )




ExEgrcice (Calculer DL5(0) de tan):

METHODE 1 (quotient) : tanx = e
cos
On a 4 .
sing =z — - 4+~ + o(z%),
6 120
1 x? " az +o(a®)
cosz =1— — 4+ — + o(z’).
2 24
On calcule d’abord le développement limité de :
cos T
1 1
- 2 4
cosx ] — -4 T4 o(zh)
1 x? i xt + o 5) — .0
= avec u = —— + — +o(x
14w 2 24 z—0

1—u+ u? +o(u?)

=i= (—I—Q + o +o(x5))

2 24
+ (—%2+;—z+o(x5))
T 0<(J;+;cz+o(x5))2>
:1+§+%+o(m5).

On en déduit le développement limité de tanx :

3 5 2 4
tanx = (a:— k. + L +o(z5)) (1 + % + 52% +o(z5))

6 120
n 2 i B> @ @ @ +o(@®)
=B =T === =a == @
2 24 6 12 120
3 5
a 2z 5
—m+§+¥+s(:ﬁ ).
A connaitre :
i — e 2 (=)
Qg =g aE et B (e

METHODE 2 (déterminer les coefficiants)
On identifie les coefficants :

sinz = (tanx)(cos x)

= (co +cix+ 02332 + cgac3 + C4$4 + 051?5 + o(z5))

(1 i + o +o(z5))

* 2 24

=co + 1 + cax? + e3> + caz® + c5a® + o(x5)
x2 x3 xt xb z* x5
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Par unicité du développement limité,

co=0
c1 =1
02—%):0
c1 1
cg— — = ——
&
cs——+—=0
2 24
c3 @il 1
cs——+ — = —
2 24 120
et donc
co=c2=cq4 =0
c1 =1
1
c3 = —
32
cs = —
>~ 15

METHODE 3 (primitivation)

On sait que

tanz — tan0
AT A, tan’(0) = 1
z—0 z—0

donc tanz ~ x et donc tanz = x + o(z).
D’ou

tan’(z) = 1+ tan?(z) = 1 + (z+ e(:c))2
=1+ 22 +o(z?).

En intégrant, on en déduit que

x> 3
tanx:tan()—o—m—o—?—i-o(:p )

Donc,

tan’(z) = 1 + tan®

z2 2
1+ (a} + = +e(z3))

2, a° 6 at 4 6
1+ —i—?—i-e(ar )+2?+e(:c ) + o(z®)

2
=14+22+ 51‘4 +o(z?)

On en déduit donc le développement limité a ’ordre 5 de tan :

t tan0+2 + 245 1 o(ad)
anxr = tan = —=q5 o\
Y 3 15

0



