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Premiére partie

Théorie naive des ensembles



I Théorie naive des ensembles

Définition: Un ensemble est une collection finie ou infinie d’objets de méme nature
ou non. L’ordre de ces objets n’a pas d’importance.

REMARQUE (Notation):
Soit £ un ensemble et x un objet de E.
On écrit € E ou bien z 3 E.

REMARQUE (A\ Paradoxe):
On note 2 I’ensemble de tous les ensembles. Alors, Q2 € Q.
Ce n’est pas le cas de tous les ensembles :

IN ¢ IN car IN n’est pas un entier

On distingue donc 2 types d’ensembles :
— ceux qui vérifient £ ¢ E, on dit qu’ils sont ordinaires
— ceux qui vérifient £ € E, on dit qu’ils sont extra-ordinaires
On note O ’ensemble de tous les ensembles ordinaires.
— Supposons O ordinaire. Alors, O & O
Or, O est ordinaire et donc O € O 4
— Supposons O extra-ordinaire.
Alors O € O et donc O ordinaire 4

C’est un paradoxe

Pour éviter ce type de paradoxe, on a donné une définition axiomatique qui explique quelles
sont les opérations permettant de combiner des ensembles pour en faire un autre.

Définition: Soit E un ensemble et F' un autre ensemble. On dit que E et F' sont égaux
(noté E = F) si E et F contiennent les mémes objets.

Définition: L’ensemble vide, noté @ est le seul ensemble & n’avoir aucun élément.

Définition: Soient E et F' deux ensembles. On dit que F' est inclus dans E, noté
F C E ou E D F si tous les éléments de F' sont aussi des éléments de E.

Ve e Fx € E




I Théorie naive des ensembles

H Proposition: Pour tout ensemble E, & C E

Définition: Soit F un ensemble. On peut former ’ensemble de toutes les parties de
E (une partie de E est un ensemble F avec F' C E). On le note #(E)

Ae #(E) < ACE

Définition: Soit F un ensemble et A, B € Z(E)

1l E
La réunion de A et B est A

AUB={z € E|z€ A ou z € B}

2.
L’intersection de A et B est

ANB={z€E|z€Aet z€ B}




Théorie naive des ensembles

3. E
Le complémentaire de A dans E est A \

E\A={zcE|xz¢g A} =CgA

\\__\\\\
4. E
La différence symétrique de A et B est A
AAB={z€E|(zx€Aet ¢ B) ou(x g A et x € B)f}
=(AUB)\(ANnB)
B
Proposition: Soit E un ensemble et A, B,C € Z(E)
1. AnNA=A 10. AUE=FE
2. BNA=ANB 11. (ENA)\A=E\A
3. An(BNC)=(ANnB)NC 12. E\(E\A) =A
4. AnNg=0 13. E\@=F
5. ANE=A 14. E\E=0
6. AUA=A 15. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
7. BUA=AUB 16. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
8. AU(BUC)=(AuB)UC 17. E\(AUB)=(E\A)N(E\ B)
9. AUg =A 18. E\(ANB)=(E\A)U(E\B)
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Applications



11 Applications

Définition: Une application f est la donnée de

— un ensemble F appelé ensemble de départ

— un ensemble F' appelé ensemble d’arrivée

— une fonction qui associe a tout élément x de E un unique élément de F noté f(x)
L’application est notée

f:E—F
2 f(@)

Définition: Soit f: E — F une application. On dit que f est
— injective si tout élément de F' a au plus un antécédent par f
— bijective si tout élément de F' a un unique antécédent par f
— surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent par f

Définition: Soit f: E — F et g : F — G. L’application notée g o f est définie par
gof:E— G
z+— g(f(z))

On dit que c’est la composée de f et g.

Proposition: Soient f: E — F,g: F — G,h: G — G. Alors, ho(go f) = (hog)o f

REMARQUE (/\ Attention):
En général, go f # fog

Par exemple, f : . RT et g: RY .
P& T 22 g: x — z

Rt — RT R — R

Alors, fog: . . et gof: - 2|

donc fog#gof

Proposition: Soient f: E— Fetg: F — G
1. Si go f est injective, alors f est injective
2. Si go f est surjective, alors g est surjective
3. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective
4

. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective

REMARQUE:



11 Applications

f:E—F
f injective <= (‘v’(x, y) € B2 f(x) = fy) = == y)

PP . . s .. F — FE
Définition: Soit f : £ — F une bijection. L’application { g s e ex A ol 1 jere

est la réciproque de f notée f!

8 =

E
i

Définition: L’identité de E est idg : —
—

Proposition: Soient f: E— Fetg: F — E

fog=idr f bijective
. = i
go f=idg f =g

Définition: Soit f: E — F
1. Soit A € Z(FE). L’image directe de A par f est

f(A) ={f(z) |z € A}

S
2

2. Soit B € &(F). L’image réciproque de B par f est
f~1(B) = {z € Elf(x) € B}

REMARQUE:

— Yy € f(A) < Tz € A y= f(z),
— z € f~Y(B) < f(z) € B.



11 Applications

Proposition: Soient f: E — F, A€ P(E)et F € Z(F).

L f7H(f(4) D A4,
2. Si f est injective alors f~1 (f(A)) =A,
3. f(f74(B) Cc B,

4. Si f est surjective, alors f(ffl(B) = /8,

Proposition: Soit f: E — F et (A, B) € 2(F)2. Alors

fTHAUB) = fTHA)U fTH(B), (1)
fTHANB) = 71 A) N fY(B). (2)

Proposition: Soient f: E — F et (A, B) € Z(E)2.

L. f(AnB) C f(A) N f(B)
2. Si f est injective, f(AN B) = f(A) N f(B)
3. f(AUB) = f(A) U f(B).

REMARQUE (Contre-exemple pour 2.):
Cas d’une application qui n’est pas injective

On pose A =R}, B=R; et

f:R—R"
z — x>
Ona ANB =@ donc f(ANB) = @.
f(A) =Rf
Or, B) — Ri} donc f(A)N f(B) = R},

On a
f(ANB) # f(A) N f(B).

Définition: Soit f: E — F et A € Z(E).
La restriction de f a A est
f\A tA— F

z— f(z)a

On dit aussi que f est un prolongement de f4.

ReEMARQUE (Notation):
L’ensemble des applications de E dans F est noté F'Z.
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11T Relations binaires

Définition: Soit E un ensemble. Un relation (binaire) sur E est un prédicat définit
sur E2.

Définition: Soit E un ensemble, ¢ une relation sur E. On dit que ¢ est un relation
d’équivalence si
1. Vxe E,z o z, (réflectivité)
2. Vz,y,e B,z 0y = y o x, (symétrie)
T oy e
3. Vz,y,z € E, = 90z (transitivité)
Yoz
REMARQUE:

Le but d’une relation d’équivalence est d’identifier des objets différents.

Définition: Soit F un ensemble et ¢ une relation d’équivalence sur E. Soit z € E. La
classe de z (modulo ¢) est

o (x) =Cz)=T={y€ E |y}

Proposition: Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Alors

Ve,ye E,x oy < T =1.

HORS-PROGRAMME

Définition: Soit £ un ensemble et ¢ une relation d’équivalence.

L’ensemble
{Z|z€E}=E/o

est appelé quotient de £ modulo ¢.

12




11T Relations binaires

Définition: Soit F un ensemble et (A;);cr une famille de parties de E.
On dit que (A;);cr est une partition de E si
E=JA

i€l
Vi;ﬁj,AiﬂAJ‘ =g

On a donc
Vee E,Ai € I,z € A;.

Proposition: Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Les classes
d’équivalences de E modulo ¢ forment une partition de E.

Proposition: Soit F un ensemble et (A;);c; une partition de F telle que
Viel, A; #09.

Alors il existe une relation d’équivalence ¢ telle que pour tout 7 € I, A; est une classe
d’équivalence modulo ©.

Définition: Soit F un ensemble et ¢. On dit que ¢ est une relation d’ordre sur E si
1. © est réfléctive (Vo € E,z ¢ z),
2. ¢ est anti-symétrique :
oy
Ve,y € E, = =7
Yy ox
3. ¢ est transitive (V:c,y,z EE(zoyetyoz) = zo z>

En général, la relation ¢ est notée < ou <. On dit aussi que (F, ¢) est un ensemble
ordonné.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné. Soient z,y € E. On dit que z et y sont
comparables si
r<youy<T.

On dit que < est un ordre total si tous les éléments de E sont comparables 2 a 2.

Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E. On dit que A est

13




11T Relations binaires

majorée par M, que M majore A ou que M est un majorant de A si

Va € A,a < M.

Soit m € E. On dit que A est minorée par m, que m minore A ou que m est un minorant
de A si

Va € A,m < a.

Il manque une partie du cours ici

Proposition: Soit (E,<) un ensemble ordonné et A € Z(FE). Si A a une borne
supérieure, alors celle-ci est unique. On la note sup A.

Proposition — Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné et A € Z(E) minorée
par m € E. On dit que m est une borne inférieur de A si

Va € A, m < a,
Ve €E, (Va€ A, z<a) = xz<m.

Dans ce cas, m est unique et on la note inf(A). O

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné et A € Z(E).

1. Soit M € E. On dit qye M est le plus grand élément de A ou que M est le
maximum de A si

VYa €A, a< M,
M e A.

Dans ce cas, on le note M = max(A).

2. Soit m € E. On dit que m est le plus petit élément de A ou que m est le minimum
de A si
Va € A,a>mm € A

Dans ce cas, on le note m = min(A).

Proposition: En cas d’éxistence, il y a unicité du minimum et du maximum.

|
Proposition: Soit (E, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E.
M = max(A) <~ M = sup(4),
M € A;
M = min(4) <= {M =inf(4), M € A,
|

14



11

Relations binaires

Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € A.
On dit que M est un élément maximal de A si aucun élément de A n’est strictement

supérieur a M :
M < b
fac A, @
M # a.

On dit que M est un élément minimal de A si aucun élément de A n’est strictement

inférieur & M :
M >
ha e A,{ 2
M # a.

Proposition: Avec les notations précédentes, si A a un maximum M alors M est le
seul élément maximal de A.
|

Définition: Soient (F,<) et (F, =) deux ensembles ordonnés et f : E — F. On dit
que

1. f est croissante si
V(z,y) € B>,z <y = f(z) < f(y);
2. f est décroissante si

V(z,y) € B> 2 <y = f(z) = f(y).

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné et A € Z(E). On dit que A est bornée
si A est a la fois majorée et minorée.

Définition: Avec les notations précédentes, un extremum de A (sous reserve d’éxis-
tence) est un maximum ou un minimum de A.

15




Quatriéme partie
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v Lois de composition

Définition: Une loi de composition interne est une application f de E X E dans E.

On la note = * y au lieu de f(z,y) (on est libre de choisir le symbole).

Définition: Soit F un ensemble muni d’une loi de composition interne [X .

On dit que X est associative si
V(z,y,2) €E®, (e Ry) Kz =2 R (y K 2).

Dans ce cas, on écrit plutdt z Xy X z.

Définition: On dit que X est commutative si

V(z,y) € E2 e Ry=y Rz

Définition: Soit e € E. On dit que e est un
— élément neutre a gauche si

Vxe E, eXz=uz;

— élément neutre & droite si

Ve € E, z X e=uz;

— élément neutre si
VeeE,eRz=xNXe=uz.

Proposition: Sous reserve d’existence, il y a unicité de I’élément neutre.

Axiome (axiome du choix): Soit E un ensemble non vide. Il existe f : Z(E)\{@¢} — E

telle que
VA € Z2(E)\ {9}, f(A4) € A.

Définition: Soit f: E — F. Le graphe de f est

{@f@)|zeE} cExF.

Proposition: Soit G C E X F. GG est le graphe d’une application si et seulement si

Ve € E, 3y € F, (z,y) € G.

17



v Lois de composition

Définition: Soit A € &(E). L’indicatrice de A est

ILA:E—>{0,1}

1 sizeA,
T —
0 sizgA.

Définition: Soit £ un ensemble muni d’une loi de composition interne X et x € E.

1. On dit que = est simplifiable & gauche si
V(y,2) EE?, G Ry=2Rz) = ==z

et que x est simplifiable a droite si

V(y,2) €E*, (yRz=2Ky) — z =2z

2. On dit que = est symétrisable & gauche s’il exiiste y € E tel que y X = e ol e
est I’élément neutre de X .

De méme, on dit que x est symétrisable & droite s’il existe y € F tel que x K y = e.

On dit que x est symétrisable s’il est symétrisable a gauche et a droite, donc s’il
existey€e Etelque s ly=yXaz =e.

Proposition: Avec les notations précédentes, si X est associative, et x est symétri-
sable, alors z est simplifiable.

Proposition — Définition: On suppose X associative. Soit € E symétrisable.
Alors
JdyeFE zXy=yXz=e.

On dit que y est le symétrique de x et on le note y = x*.

REMARQUE: 1. Si la loi est notée +, on parle d’opposé plutdt que de symétrique et on le
note —z au lieu de z*. L’élément neutre est noté 0.

2. Si la loi est notée x, on parle d’élément inversible au lieu de symétrisable, d’inverse au
lieu de symétrique et on note z~ ! au lieu de z*. On note le neutre 1.

18
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AV4 Divers

Définition: Soient E et F' deux ensembles. Un couple (z,y) est la donnée d’un élément
z de E et d’un élément y de F' ou

/
=gy,

Vo,2' € B, Vy,y' € F,  (z,y) = (2',y) <= {y _y

On note E x F I’ensemble des couples; c’est le produit cartésien de E et F'.

Définition: Soient E et F' deux ensembles. On dit que E et F' sont équipotents s’il
existe une bijection de E dans F'.

Définition: Soit f: E — F. L’image de f est

Im(f) = f(E) = {/(z) | = € E}.

Proposition: Soit f: E — F.

f est surjective <= f(E) = F.

Définition: Une suite de F est une application de IN dans E.

REMARQUE (Notation):
Soit u € EN. Pour n € IN, on écrit uy, a la place de u(n).

Définition: Soient E et I deux ensembles. Une famille de F indéxée par I est une
application de I dans E.

A la place de u(i) (avec i € I), on écrit u;.

Définition: Soit E un ensemble et (A;);cr une famille de parties de E. On suppose
I # @. On pose
JAi={zeE|Tiecl, xe A}

iel
et
(NAi={z € E|Viel, zec A}
i€l
On pose aussi U Ay =0 et ﬂ A; =E.
i€o i€EQ
REMARQUE:

De méme que pour les sommes et produits de complexes, on peut intervertir des réunions
doubles.

20



AV4 Divers

Proposition: Soit F un ensemble, (A, B) € Z(E)2.

AC(E\B) <= ANnB=0.

Proposition: Si f: E — F et g: F — G sont bijectives, alors g o f est bijective et

(gof)t=f"tog™t

REMARQUE (/\ Attention):
g o f peut-étre bijective alors que f et g ne le sont pas.

21
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