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I Théorie naive des ensembles

Définition: Un ensemble est une collection finie ou infinie d’objets de méme nature
ou non. L’ordre de ces objets n’a pas d’importance.

EXEMPLE: 1. {l,m — x2, {1}} est un ensemble : ses éléments dont 'entier 1, la fonction

z +— z2 et un ensemble contenant uniquement 1 (un singleton).

2. IN est un ensemble infini

REMARQUE (Notation):
Soit £ un ensemble et x un objet de E.
On écrit € E ou bien z 3 E.

REMARQUE (A\ Paradoxe):
On note 2 I’ensemble de tous les ensembles. Alors, 2 € Q.
Ce n’est pas le cas de tous les ensembles :

IN ¢ IN car IN n’est pas un entier

On distingue donc 2 types d’ensembles :
— ceux qui vérifient £ ¢ E, on dit qu’ils sont ordinaires
— ceux qui vérifient £ € E, on dit qu’ils sont extra-ordinaires
On note O ’ensemble de tous les ensembles ordinaires.
— Supposons O ordinaire. Alors, O € O
Or, O est ordinaire et donc O € O 4
— Supposons O extra-ordinaire.
Alors O € O et donc O ordinaire 4

C’est un paradoxe

Pour éviter ce type de paradoxe, on a donné une définition axiomatique qui explique quelles
sont les opérations permettant de combiner des ensembles pour en faire un autre.

Définition: Soit E un ensemble et F' un autre ensemble. On dit que E et F' sont égaux
(noté E = F) si E et F contiennent les mémes objets.

EXEMPLE: 1. E={1,2,3} et F ={3,2,1,2}
On a bien F = F.

2) N#anr{_iéﬁ
3. E={0,{0}} #{0} = F
o {0} e E
{0} ¢ r
mais, FF € F

Définition: L’ensemble vide, noté @ est le seul ensemble & n’avoir aucun élément.

Définition: Soient E et F' deux ensembles. On dit que F' est inclus dans E, noté
F C E ou E D F si tous les éléments de F' sont aussi des éléments de E.

Vee F,x € E




I Théorie naive des ensembles

Proposition: Pour tout ensemble F, @ C E

Preuve (par I’absurde):
Si @ ¢ E alors 3z € @,z ¢ E : une contradiction 4

ExempLE: 1. F={1,2,3} et F ={1,3}
2eE

On a F' C E mai ECF
na mais pas car {2€F

2. F={0} et E={0,{0}}

FeFEcar {0} € E
FCFEcar0€eFE
3. E={{0}}; F ={0}
FgFEcar0¢E
FekE

4. E={{{0}}}; F = {0}
F¢gE

F¢E

g CF

oCFE

Définition: Soit F un ensemble. On peut former ’ensemble de toutes les parties de

E (une partie de E est un ensemble F' avec F' C E). On le note Z(E)

Ae P(E) < ACE

EXEMPLE: 1. E= {42}
Les sous-ensembles de E sont & et {42} = F donc

P(E) = {2, {42}}

2. 2(0) = {2}
3. E={0,1} donc 2(E) = {2, {0}, {1},{0,1}}
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4. B ={2,{a}} donc Z(E) ={2,{o}, {{o}}, {2, {o}}}
5. E = {2, {o}}

2(2(E) = 2({9,{2}, {{7}}, E)
={o.{}, {{a}}. {{{e}}}, {E} {2, {a}} {2, {{a}}} {o, B} {{2),
Het) {{e), B} {{{e}}, B}, {9, {2}, {{2}}}, {2, {2}, B},
{o, {{=}}, B}, {{2}, {{o}}, B}, {2, {2}, {{a}}, E}}

Définition: Soit E un ensemble et A, B € Z(E)

1.
La réunion de A et B est

AUB={z € E|xz € A ou z € B}

L’intersection de A et B est

ANB={z€E|z€ A et z € B}

" Le complémentaire de A dans E est

E\A={zcE|z¢g A} =CpA

La différence symétrique de A et B est

AAB={zcE|(zx€Aet z¢gB)ou(zgAet z€B)
=(AUuB)\ (ANB)

Proposition: Soit E un ensemble et A, B,C € #(E)
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1. AnNA=A 10. AUE=E
2. BNA=ANB 11. (E\A)\A=FE\A

3. AN(BNC)=(ANB)NC 12. E\(E\A)=A

4. ANz =0 13. E\@=FE

5. ANE=A 4. E\E=2

6. AUA=A 15. AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
7. BUA=AUB 16. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
8. AU(BUC)=(AUB)UC 17. E\(AUB) = (E\ A)n(E\ B)
9. AUz =A 18. E\(ANB)=(E\ A)U(E\ B)

Preuve: 16. AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
— Soitz € AN(BUC) doncxz € Aetz € BUC

Casl z€B,alorsz€ ANBetdoncz e (ANB)U(ANC)
Cas2 z€C,alorsz € ANC et doncz € (ANB)U(ANC)
On a prouvé

AN(BUC)C(ANB)U(ANC)

— Soitz € (ANB)U(ANC)
Cas1l € ANBdoncx € Aet z € Bdoncz € BUC et doncz € AN(BUC)
Cas 2 z€ ANC doncz € Aet z € C doncz € BUC et doncx € AN(BUC)
On a prouvé
AN(BUC)D (ANB)U(ANC)

17. E\(AUB)=(E\A)N(E\ B)
— Montrons que z € E\ (AUB) = z € (E\ A)N(E\ B)
Soit z € E\ (AUB) doncz ¢ AUB
— Siz e Ajalorsz € AUB 4
doncz g Aie.x € E\A
— Siz € Balors,z € AUB /4
Donc z ¢ Bie. z € E\B
On en déduit que z € (E\ A)N(E\ B)
— z € (E\A)N (£ \ B). Montrons que z € E\ (AU B)
On suppose que z ¢ E\ (AU B) donc z € AUB
— Siz € A, on a une contradiction car x € E'\ A
— Siz € B, on a une contradiction car z € E\ B
donc z € E\ (AU B)
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11 Applications

Définition: Une application f est la donnée de

— un ensemble F appelé ensemble de départ

— un ensemble F' appelé ensemble d’arrivée

— une fonction qui associe a tout élément x de E un unique élément de F noté f(x)
L’application est notée

f:E—F
2 f(@)

EXEMPLE: 1. Soit & le plan (affine) et A € &. Soit 2 ’ensemble des droites.

f:2\{A} — 2

B +— (AB)
2. E=%"([0,1],R) Pensemble des fonctions a valeurs réelles de classe € sur [0, 1]
F=%%10,1],R)
p: E—F
fr—f
3. E=%%([0,1],R) et F =R
p: E— F
1
i (5)
4. E=1[0,1 et F =%°([0,1],R)
p: E— F

x H/ t21n(t) dt

/M

e : E\{N} — (d)
M +— M’
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)

Définition: Soit f: E — F une application. On dit que f est
— injective si tout élément de F' a au plus un antécédent par f
— bijective si tout élément de F' a un unique antécédent par f
— surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent par f

ExEMPLE (suite des exemples précédents): 1. L’application n’est ni injective ni surjective
d1 d2

Bo

w

° A
A

B1 et Bs sont deux antécédants de di
dz n’a pas d’antécédant par f
2. L’application n’est pas injective :
— f:x+— x est continue
7 7
— x— — et £ — — + 42 sont deux antécédants de f.
Mais, I'application est surjective d’aprés le théoréme fondamental de ’analyse

3. L’application n’est pas injective (z — 0 et z — 42 sont deux antécédants de 0) mais
elle est surjective (Vz € R,z — ax est un antécédant de a).

4. L’application est injective mais pas surjective (les images sont des primitives de x
z2 In(z))
5. et 6. sont bijectives

Définition: Soit f: E — F et g: F — G. L’application notée g o f est définie par

On dit que c’est la composée de f et g.

Proposition: Soient f: E — F,g: F — G,h: G — G. Alors, ho(go f) =(hog)o f

Preuve:
Par définition, go f : E — F donc ho (go f): E — H




11 Applications

et hog: F — H donc (hog)o f: E— H Soit z € E.

ho(go f)(z) = h(go f(z))
= h(g(f()))

(hog)o f(z) =hog(f(z))

= h(g(f(2)))
Donc, ho(go f)(x) = (hog)e f(z) O
REMARQUE (/\ Attention):
En général, go f # fog
Par exemple, f : R — RF et g: RT — R
P& Tt oy 22 g: T — T

Rt — RT — R

Alors, fog: v s et gof: P

donc fog#gof

Proposition: Soient f: E — Fetg: F — G
1. Sigo f est injective, alors f est injective
2. Si go f est surjective, alors g est surjective
3. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective
4

. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective

Preuve: 1. On suppose g o f injective. On veut montrer que f est injective. Soient

(x,y) € E%. On suppose f(x) = f(y). Montrons que z = y.
Comme f(z) = f(y), 9(f(2)) = g(f(y)) Le. go f(z) = go f(y)
Or, g o f injective donc z =y

2. On suppose g o f surjective. On veut montrer que g est surjective. Soit y € G.
On cherche z € F tel que g(z) = y.
Comme go f: B — G surjective, y a un antécédant z € £/ par go f.
On pose z = f(z) € F et on a bien g(z) =y

3. On suppose f et g injectives. Montrons que g o f injective. Soient z,y € E. On
suppose g o f(z) = go f(y). Montrons z =y
On sait que g(f(z)) = g(f(y)). Comme g est injective, f(z) = f(y) et comme f
est injective, x =y

4. On suppose f et g surjectives. Soit y € G. On cherche = € E tel que go f(z) =y
Comme g est surjective, y a un antécédant z € F par g
Comme f est surjectives, z a un antécédant = € E par f
On en déduit g o f(z) = g(f(2)) = 9(2) =

REMARQUE:
fE—F

f injective <= (V(:v, y) € E? f(z) = fly) = == y)

10
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F — E
Définition: Soit f : E — F une bijection. L’application { y I'unique antécédent

est la réciproque de f notée f1

Définition: L’identité de F est idg :

8 =

— E
— x

Proposition: Soient f: E— Fetg: F — E

fog=idr f bijective
. <— o
go f=idg fm =g

Preuve (déja faite):

Définition: Soit f: E — F
1. Soit A € Z(FE). L’image directe de A par f est

fA) ={f(=) |z € A}

o
T

2. Soit B € Z(F). L’image réciproque de B par f est

f1(B) = {z € E|f(x) € B}

REMARQUE:
— z€f7'(B) < f(z)€B.

Proposition: Soient f: E — F, A€ Z(E) et F € Z(F).

11

de y par f
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Applications

FHf(A) > 4,
Si f est injective alors f~1 (f(4)) = A4,
F(£71(B)) C B,
Si f est surjective, alors f(f_l(B) = B.

= 8=

Preuve: 1. Soit z € A. Montrons que z € f~! (f(A)) i.e. montrons que f(z) € f(A).
Comme z € A, f(z) € f(A).

2. On suppose f injective. Montrons que f~'(f(A)) = A. Soit = € f~'(f(4)),
montrons que € A. On sait que f(z) € f(A). Dong, il existe a € A tel que
f(z) = f(a). Or, f est injective et donc z = a. On en déduit que z € A.

D’aprés 1., on sait que fﬁl(f(A)) D A. On a montré fﬁl(f(A)) C A. Donc

17 () = 4.

3. Soit y € f(f_l(B)). Montrons y € B. On sait quil existe z € f~1(B) tel que
y = f(z). On a donc f(z) € B et donc y € B.

4. On suppose f surjective, montrons B C f(f_l(B)). Soit y € B, montrons y €
f(ffl(B)). On cherche = € fﬁl(B) tel que y = f(x). C’est a dire, on cherche
z € E tel que f(z) € B et y = f(x). On sait que f est surjective donc y a un
antécédant x € F tel que B 3 y = f(z).
On vient de montrer B C f(f*(B)) et on a montré dans 3. que B D f(f *(B)).
On en déduit que

f(f7'(B)) = B.

Proposition: Soit f: E — F et (A, B) € 2(F)2. Alors

{f‘l(AU B) = f~Y(A) U f(B), (1)
F7HANB) = f~Y(A) N FH(B). (2)

Preuve:
Soit z € E.
z€ fTY(AUB) < f(z) € AUB
< f(z) € A ou f(z) €B
—zcf (A ouxzefYB)
—=zcf 1A UF(B).

r€fY(ANB) < f(z) € ANB
<~ f(z) € A et f(z) €B
—azecf (A et ze€ fY(B)
—zcf AN fFLB).

12
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Proposition: Soient f: E — F et (A, B) € Z(E)2.

1. f(ANB) C £(A) N £(B)
2. Si f est injective, f(AN B) = f(A) N f(B)
3. f(AUB) = f(A) U f(B).

Preuve: 1. Soit y € f(AN B). Soit z € AN B tel que y = f(z). Comme z € A,
f(z) € f(A) et comme z € B, f(z) € f(B) et donc y € f(A)N f(B)
2. On suppose f injective. Soit y € f(A) N f(B).
Comme y € f(A), il existe a € A tel que y = f(a).
Comme y € f(B), il existe b € B tel que y = f(b).
Comme f est injective, a = b et donc a € AN B. On en déduit que

y = f(a) € f(ANB).
3. Soit y € F. Alors

y€ f(AUB) <= 3z € AUB;y = f(x)
<= (Jz € A ou 3z € B),y = f(x)
<y € f(A) ou ye f(B)
=y € f(AUf(B).

REMARQUE (Contre-exemple pour 2.):
Cas d’une application qui n’est pas injective

On pose A =R}, B=R; et

f:R— Rt
z — a2
Ona ANB =@ donc f(ANB) = @.
A) = RT
Or, ;EB)) _i}} donc f(A)N f(B) = R}.

On a
f(ANB) # f(A) N f(B).

Définition: Soit f: E — F et A€ Z(E).
La restriction de f a A est
f\A cA— F

z— f(z)a

On dit aussi que f est un prolongement de fj4.

ReEMARQUE (Notation):
L’ensemble des applications de E dans F' est noté FE.

13
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EXEMPLE:
N R — R
R — R 1
O : 1 etg: — six#0 1 t d
n pose f s . L ety v . o= un prolongement de f car
4 0 siz=0
JrR* = I
R — R
1
L’applications h : — sixz#0 est un autre prolongement de f.
a8
1 sizx=0

14
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11T Relations binaires

Définition: Soit E un ensemble. Un relation (binaire) sur E est un prédicat définit
sur E2.

EXEMPLE: 1. Avec E = C, = est une relation binaire,
2. Avec E = R, < est une relation binaire,

3. Avec FE I’humanité et la relation binaire A :

r Ay <= x et y ont la méme meére.

Définition: Soit £ un ensemble, ¢ une relation sur £. On dit que ¢ est un relation
d’équivalence si
1. Ve E,z o =z, (réflectivité)
2. Vx,y,e E,x 0oy — y o x, (symétrie)
T oy e
3. Vz,y,z € E, = 0z (transitivité)
Yoz
EXEMPLE:

Avec E =7 et
zoy <= z=y [3

“o” est une relation d’équivalence.

REMARQUE:
Le but d’une relation d’équivalence est d’identifier des objets différents.

Définition: Soit E un ensemble et ¢ une relation d’équivalence sur E. Soit z € E. La
classe de & (modulo ¢) est

o (x) =¢z)=T={y€ E|y oz}

EXEMPLE: 1. Avec E=Cet 0o = “="7,

Vz € C,zZ = ¢¥(z) = {z}.

2. Avec E = Z et ¢ = congruence modulo 5, on a

0= {5k | kez} T={5k+1|keZ}
2={5k+2|keZ} 3={5k+3|keZ}
I={5k+4|kez} 5=0

On constate que
z=y [5] <= T=7.

16
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Proposition: Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Alors

Ve,ye E,x oy < T =1.

Preuve:
Soient x,y € E.

— On suppose z ¢ y. Soit z € T. On sait que z ¢ = et y ¢ x. Par transitivité, on en
déduit que z ¢ y et donc z € 3.
— Soit z € y, donc y ¢ z. Or z ¢ y. Comme ¢ est symétrique, on a y ¢ x et par
transitivité, on a donc z ¢ x. Donc z € Z.
— On suppose T = 7. ¢ réfléctive donc z ¢ x et donc x € T =y donc = € F et donc
T o Y.
O

HORS-PROGRAMME

Définition: Soit E un ensemble et ¢ une relation d’équivalence.

L’ensemble

est appelé quotient de £ modulo ¢.

{z|lzeE}=F/o

EXEMPLE: 1. F =7 et ¢ = congruence modulo 5 :

2. Construction de Q
On suppose avoir déja construit Z mais pas Q : on veut donc donner un définition
de P/q sans parler de division.
On pose
E=7ZxN*"={(p,q) | p€Z,qe N*"}.

Soit ~ la relation définie par
(pa) ~®,d) <= pd =1'q

Montrons que ~ est une relation d’équivalence.
— Soient (p,q) € E. ~ est réfléctive car (p,q) ~ (p,q) < pq = pgq.
— Soient (p, q), (p’,q") € E. On suppose (p,q) ~ (p’,q’).

(p,q) ~ (0, d) < pd' =p'q
<~ p'a=pq
= (', q) ~ (p,q)

Donc ~ est symétrique.
— Soient (p,q), (p',q), (0", q") € E. On suppose

. q) ~ (@',d)
(p/,q/) ~ (pll7qll)

On sait que
/!

(p,q) ~ ®",¢") <= pd" =p"q

17




11T Relations binaires

Or,
pq = qp’
L ) dOnC pq/p/q// = p/q/p//q/
P'qd" =p"q
Donc
p'd (pd" —p"q) =0
et donc

p' =0 ou pg”’ —p"q=0
/

=0 =0
Si p’ = 0, alors {p;}/ '_o et donc {p// 0 On a donc
pa = P

pg" =0=7p"q
s 7" o
Sip' #0,0on apg —p'q=0 et donc

pq/l — p//q

On a donc (p,q) ~ (»”,4").
On pose Q = E/ ~ et
p
Ainsi,
p_ P .
- ((p.9)) =t ((0',d")
= (p,q) ~ (. d)
<~ pqd =p'q
3. Construction de Z a partir de IN

On pose E = IN x IN* et ~ la relation (p,q) ~ (p/,q') <= p+4d =9 +q.
~ est une relation d’équivalence. On pose donc Z = N/~ et pour n € N, on
définit n par ¢ ((n,0)) et —n par €7 ((0,n)).

4. Constrcution de C a partir de R
On pose E lensemble des polynémes & coefficients réels (£ = R[X]) et o la
relation d’équivalence

PoQ < P=Q [2? +1]
On pose C = E/o.

Il manque une partie du cours ici

Définition: Soit F un ensemble et (A;);er une famille de parties de E.
On dit que (A;)icr est une partition de E si
E=JA

i€l
Vi#j7AiﬂAj =g

On a donc
Vee E,Ai € I,z € A;.

Proposition: Soit E un ensemble muni d’une relation d’équivalence ¢. Les classes

18
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H d’équivalences de E modulo ¢ forment une partition de E.

Preuwve: — Soit z € E. On sait que ¢ « donc T 3 . On a montré E C U y.
yeEE

— Vy € E,yC E donc E D U@
yeE
— Soit z,y € E tel que T # 7. Montrons que TNy = &. Soit z € TN7Y. z € T donc
z o x. De méme, z € y donc z ¢ y. Par transitivité, x ¢ y et donc T = ¥y : une
contradiction.

O

Proposition: Soit E un ensemble et (A;);cs une partition de E telle que
Viel, A; #@.

Alors il existe une relation d’équivalence ¢ telle que pour tout 7 € I, A; est une classe
d’équivalence modulo ©.

Preuve:
Soit ¢ la relation définie par

A
roy <— Jiel, T € A
yEA,;

— Soit z € E. Comme E = U A;, il existe i € I tel que z € A; donc z ¢ x.
el
— Soient z,y € E. On suppose x ¢ y. Soit i € I tel que {m €4 donc {y € A
y € A; T € A;
et donc y ¢ z.
— Soit z,y,2z € E. On suppose = ¢ y et y ¢ z.

As
Soit ¢ € I tel que T E A
yEAi.

Soit j € I tel que {y S Ly
FAS A]'.
On a donc y € A; N Aj. Sii# j, alors y € @ : une contradiction. Donc i = j et
T € A;
z€A;
Ainsi ¢ est une relation d’équivalence.
— Soit ¢ € I et soit x € A; # O.

donc . On en déduit que = ¢ z.

T={ycE|ycoat={yeE|yec A} =A,.

Définition: Soit E un ensemble et ¢. On dit que ¢ est une relation d’ordre sur E si
1. © est réfléctive (Vo € E,z ¢ z),

19
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2. ¢ est anti-symétrique :

T oy
Vz,y € E, = @ =7
Yo

3. ¢ est transitive (Vm,y,z EE(xoyetyoz) = zo z)

En général, la relation ¢ est notée < ou <. On dit aussi que (F, ¢) est un ensemble

ordonné.

EXEMPLE: 1. (R, <) est un ensemble ordonné.
2. (i@(E'), C) est un ensemble ordonné.
3. (IN,|) est un ensemble ordonné.

4. (MP2I, <) avec
r <y <= note de z < note de y

n’est un ensemble ordonné car < n’est pas anti symétrique.
5. E =IN? et < définie par
=&

(z,y) < (2',y') <= z <2’ ou * ,
y<sy

(E, <) est un ensemble ordonné.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné. Soient z,y € E. On dit que z et y sont

comparables si
r <y ouy<<T.

On dit que < est un ordre total si tous les éléments de E sont comparables 2 a 2.

ExempLE: — (IR, <) est totalement ordonné
— (2(E),C) n’est pas totalement ordonné en général :
Soient a,b € E avec a # b. {a} et {b} ne sont pas comparables.
— (N, |) n’est pas totalement ordonné :
215 et 512 donc 2 et 5 ne sont pas comparables.

Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E. On dit que A est
majorée par M, que M majore A ou que M est un majorant de A si

Va € A,a < M.

Soit m € E. On dit que A est minorée par m, que m minore A ou que m est un minorant
de A si

Va € A,m < a.

Il manque une partie du cours ici

EXEMPLE: 1. E =R munide <et A=[2,5].
On sait que sup A = 5 car
Ve e A,z <5

ot +5
Vy < 5, 5>y?>y

donc y ne majore pas A.
2. E =R avec < et A =]2,5[. A% supA =75 par le méme raisonnement.

20
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3. E=IN" avec | et A= {p,q} avec p # q € E. sup A = PPCM(p, q) = pV ¢ (c.f. chapitre
10 arithmétique)
. P(E) avec C et A={P,Q} avec P,Q € #(E)et P#Q.supA=PUQ.
5. E={0,1} X Z muni de < défini par

T = X2

(71,91) < (w2,92) <= 21 < x2 ou -
Y1 < Y2

et A= {0} XZ. (z,y) majore A <= x = 1 donc A est majorée mais n’a pas de borne
supérieure.

Proposition: Soit (E,<) un ensemble ordonné et A € Z(FE). Si A a une borne
supérieure, alors celle-ci est unique. On la note sup A.

Preuve:
Soit M7 et Mo deux bornes supérieures de A.

Donc M3 majore A. Comme M; est une borne supérieure de A, on a My < M.
De méme, on en déduit que Mo < Mj.

Comme < est antisymétrique, M7 = M.

Proposition — Définition: Soit (E, <) un ensemble ordonné et A € & (FE) minorée
par m € E. On dit que m est une borne inférieur de A si

Va € A, m<a,
Ve € E, (Va€e A, x<a) = x<m.

Dans ce cas, m est unique et on la note inf(A).

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné et A € Z(E).

1. Soit M € E. On dit qye M est le plus grand élément de A ou que M est le
maximum de A si

Va € A, a < M,
M e A.

Dans ce cas, on le note M = max(A).

2. Soit m € E. On dit que m est le plus petit élément de A ou que m est le minimum

de A si
Va € A,a>mm € A

Dans ce cas, on le note m = min(A).

Proposition: En cas d’éxistence, il y a unicité du minimum et du maximum.

Preuve:
Soient M7 et Ms deux maxima. On a My € A donc M7 < M. Or, My € A donc
Mo < M;. On en déduit que M7 = M. O

21




11T Relations binaires

Proposition: Soit (EF, <) un ensemble ordonné, A € Z(E) et M € E.

M= A) =
max(A) {MEA;

M = min(A) < {M = inf(A),M € A.

Preuve: “ =" On suppose M = max(A). On sait déja que M € A et que M est un
majorant de A.
Soit M’ un majorant de A. M € A donc M’ > M. On en déduit que M = sup(A).
“<="” On suppose M = sup(A) € A. Alors M majore A et M € A donc M =
max(A).

O

EXEMPLE:
E=NIN" munide | et A={3,5}. sup(A) =3V 5=15¢ A donc A n’a pas de maximum.

Définition: Soit (F, <) un ensemble ordonné, A € Z(FE) et M € A.

On dit que M est un élément maximal de A si aucun élément de A n’est strictement

supérieur a M :
M <
hae A,{ S
M # a.

On dit que M est un élément minimal de A si aucun élément de A n’est strictement

inférieur a M :
M > a,
ﬂaeA,{ @
M # a.

EXEMPLE:
E={neN|n>2}=N\{0,1} muni de | e¢ A= E. Les éléments minimaux de E sont les
nombres premiers, il y en a une infinité. Il n’y a donc pas d’élément maximal.

Proposition: Avec les notations précédentes, si A a un maximum M alors M est le
seul élément maximal de A.

Preuve:
Soit M = max(A). Soit a € A tel que M < a et M # a. Comme a € A et M = max(A),
on sait que a < M. Par antisymétrie, on en déduit que a = M : une contradiction.

Donc M est un élément maximal de A.

Soit M’ un élément maximal de A. M’ € A donc M’ < M et donc M = M’. O

Définition: Soient (F,<) et (F, =) deux ensembles ordonnés et f : E — F. On dit
que

1. f est croissante si

V(z,y) € B> 2 <y = f(z) < f(y);
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11T Relations binaires

2. f est décroissante si

Y(z,y) € B Lz <y = f(z) = f(y).

EXEMPLE:

E =N munide |, F =N munide <et f: o= F

T — .
Soit (z,y) € E? tels que x | y. Alors z < y donc f est croissante.
On pose

g:F—F

nr—n.

2 < 3 mais 213 donc g n’est pas croissante et 2 < 5 mais 5 1 2 donc g n’est pas décroissante.

Définition: Soit (F,<) un ensemble ordonné et A € &(FE). On dit que A est bornée
si A est a la fois majorée et minorée.

Définition: Avec les notations précédentes, un extremum de A (sous reserve d’éxis-
tence) est un maximum ou un minimum de A.
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Quatriéme partie

Lois de composition
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v Lois de composition

Définition: Une loi de composition interne est une application f de E X E dans E.

On la note = * y au lieu de f(z,y) (on est libre de choisir le symbole).

Définition: Soit F un ensemble muni d’une loi de composition interne [X .
On dit que X est associative si

V(z,y,2) €E®, (zRy)Hz=2K (y X 2).

Dans ce cas, on écrit plutdt z Xy X z.

ExEMPLE: — + et X dans C sont associatives ;

— o est associative;
— la multiplication matricielle est aussi associative.

Définition: On dit que X est commutative si

V(z,y) e B2, e Ry =y Xz

ExEMPLE: — + et X dans C sont commuatives;
— o n’est pas commutative ;
— la multiplication matricielle n’est pas commutative.

Définition: Soit e € E. On dit que e est un
— ¢élément neutre & gauche si

Vre E, ez =u;

— élément neutre a droite si

Ve € E, zXe=ux;

— élément neutre si
VeeE, ex=zXe=uz.

Proposition: Sous reserve d’existence, il y a unicité de ’élément neutre.

Preuve:

Soient e et ¢ deux éléments neutre.
— eXe =¢ care est neutre,
— eXe' =ecar e est neutre.

On a donc e = ¢€’.

Axiome (axiome du choix): Soit E un ensemble non vide. Il existe f : Z(E)\{@} — FE

telle que
VA € Z(E)\ {2}, f(A) € A.
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v Lois de composition

Définition: Soit f: E — F. Le graphe de f est

{@f@)|zeE} cExF.

Proposition: Soit G C E X F. G est le graphe d’une application si et seulement si

Ve € E, 3y € F, (z,y) € G.

Preuwve: “ =" par définition d’une application
“ <=7 On pose f(x) le seul élément y de F qui vérifie (z,y) € G. Alors f € FF et
son graphe vaut G.

O

Définition: Soit A € &(E). L’indicatrice de A est

]lA:E—){O,l}

1 siz€A,
T —
0 sizgA.

EXEMPLE: 1. Dans C, le neutre de + est 0 et le neutre de x est 1.
2. Dans EE, le neutre de o est idg.

3. Dans #,(C) (Pensemble des matrices carrées n X n a valeurs dans C), le neutre de x
est I, :
L (0)

Définition: Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne X et x € E.

1. On dit que = est simplifiable & gauche si

V(y,2) EE?, (aRy=aRz2) — ===z

et que x est simplifiable a droite si

V(y,2) EE%, (yRae=2Ry) = z =2

2. On dit que = est symétrisable & gauche s’il exiiste y € E tel que y X x = e ou e
est I’élément neutre de X .

De méme, on dit que x est symétrisable a droite s’il existe y € F tel que x X y = e.

On dit que x est symétrisable s’il est symétrisable & gauche et & droite, donc s’il
existey € EtelquezXy=yXz =e.

EXEMPLE:
E = IN muni de la loi +, tous les éléments de E sont simplifiables. 0 est le seuele élément de
E symétrisable.
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v Lois de composition

Proposition: Avec les notations précédentes, si [X est associative, et x est symétri-
sable, alors z est simplifiable.

Preuve:
Soient y, z € E.
— On suppose x Xy = x X z. Soit a € E tel que a € E tel que a X = = e. Alors

aR(zNRy)=a (z X z).
Or,
aR(zXRy)=(aXz) Xy

=eXy
=y.

De méme, a X (z X z) = z.
Donc y = z.
— De méme, si y X z = z X z, on “multiplie” x & droite par a et on obtient y = z.

O

Proposition — Définition: On suppose X associative. Soit * € E symétrisable.
Alors
JdyeFE sRy=yXz=e

On dit que y est le symétrique de x et on le note y = z™.

Preuve:
Soeint z,y, z € E tels que

rXy=yXz=e
zNXz=zKx=e¢€

Alors, x Xy = x X z et, en simplifiant par z, on a y = z. O

EXEMPLE:
Les fonctions symétrisables de (EE, o) sont les bijections et le symétrique d’une bijection est
sa réciproque.

REMARQUE: 1. Si la loi est notée +, on parle d’opposé plutét que de symétrique et on le
note —x au lieu de z*. L’élément neutre est noté Og.
2. Si la loi est notée X, on parle d’élément inversible au lieu de symétrisable, d’inverse au
lieu de symétrique et on note ! au lieu de z*. On note le neutre 1.

EXERCICE:
Soient z,y € E = R{. On définit la loi de composition interne @ :

Dy = SR
2Py
Cette loi peut-étre utile en physique pour le calcul de résistances équivalentes en paralléles.
— ASSOCIATIVITE : soient z,y,z € E.
D’une part, on a

—

z®(ydz) = =

8=
+
=l
8=
+
@< = =
+
w =

e
+
<
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v Lois de composition
D’autre part, on a
(z@y)dz=— - T~ 1 } T

=T Tz ztyt:
z "y

La loi & est associative.

— COMMUTATIVITE : soient z,y € E.
— — 1 i
x@y—%Jr%f%jL%—y@ac.

Donc la loi @ est commutative.

— ELEMENT NEUTRE : soit e ’élément neutre de &®.

Ve e E

, xPe=eDr==ux.

Comme la loi est commutative, seul I’égalité x @ e = x est utile.

Soit z € E. On a donc —

x

e

= z donc

= z donc ex =

z(e + z) et donc
=

ot = gt + z2. On en déduit que z2 = 0, ce qui n’est pas possible car = € R . Dong, il

n’y a pas d’élément neutre pour .
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Cinquiéme partie

Divers
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AV4 Divers

Définition: Soient E et F' deux ensembles. Un couple (z,y) est la donnée d’un élément
z de E et d’un élément y de F' ou

/
=gy,

Vo,2' € B, Vy,y' € F,  (z,y) = (2',y) <= {y _y

On note E x F I’ensemble des couples; c’est le produit cartésien de E et F'.

EXEMPLE:
D x [0,1] est un cylindre plein oit D est le disque unité fermé i.e.

D={(z,y) € R?* | 2* +4? <1}.

Définition: Soient E et F' deux ensembles. On dit que E et F' sont équipotents s’il
existe une bijection de E dans F'.

N — N*

. * & 3 .
EXEMPLE: 1. IN et IN* sont équipotents car f : E o k4l

est bijective.

2. P={n €N |npair}et I = {n € IN | n impair} sont équipotents car f : ]; : i+ 1

est bijective.

3. IN et P sont équipotents car f : est bijective.

N — P
kK — 2k
4. [0,1] et [0, 1] sont équipotents car

f: [071} — [071[

1
siz=— avecn € IN*
r— < n+1 n

az sinon

est bijective.

5. De méme, |0, 1] et |0, 1] sont équipotents.
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10,1 — [0,1]

6. ]0,1[ et [0, 1] sont équipotents : f : v s 1.

est bijective.
7. Ya < b, [a,b] et [0,1] sont équipotents :
f:10,1] — [a, ]
ar— ab+ (1 —a)a

est bijective (interpolation linéaire).

8. R et |0, 1] sont équipotents :

f:R—]0,1]
1 Arctanz
B = = 4p ———
2 ™

est bijective.
9. [0,1] et IN ne sont pas équipotents (argument de Cantor). Soit f : IN — [0, 1[ une
bijection :
k f(k)
00,0000 ...
1
2

0,a1a2a3a4 ...
0,b1b2b3bs ...

On considére le nombre
=0, (a0 +1)(b1 +1)(c2a +1)---

f(1) # x car ils n’ont pas le méme chiffre des dizaines.
f(2) # x car ils n’ont pas le méme chiffre des centaines.
Par le méme raisonement, on en déduit que

Vn € NN, f(n) #

donc x n’a pas d’antécédant : une contradiction.

10. On verra en exercice que E et #(F) ne sont pas équipotents. R et #(RR) ne sont pas
équipotents mais R et Z(IN) le sont (développement dyadique).

11. R? et R sont équipotents ; C et R sont équipotents.

EXERCICE:
Soit E un ensemble. L’application

f:PE)—0,1F
Ar— 14
est bijective.
Soit g : E — {0,1}.
ANALYSE Soit A € Z(E) tel que f(A) = g. Alors g = 1 4. donc
Vo € B, g(@) = 14(2)

et donc
Vo € A, g(z) =1
Ve e E\ A, glx) =0

On en déduit que
A={z€E|g(x) =1} =g~ ({1}).
SvynTHESE On pose A = g1 ({1}). Montrons que f(A) = g.

1 sizeA

=1
0 sizgA 4

VY € E, g(x) {

donc g =14.
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On aurait aussi pu rédiger de la fagon suivante : on pose
u:{0,1}F — P(E)
9— g~ ({1})
On montre que u est la réciproque de f :

fO’LL: id{O,l}E’
’U,Ofildy(E)

Définition: Soit f: E — F. L’image de f est
Im(f) = f(E) = {f(z) | = € E}.

Proposition: Soit f: E — F.

f est surjective <= f(E) = F.

Définition: Une suite de F est une application de IN dans E.

REMARQUE (Notation):
Soit u € EN. Pour n € IN, on écrit uy, a la place de u(n).

Définition: Soient E et I deux ensembles. Une famille de F indéxée par I est une
application de I dans E.

A la place de u(i) (avec i € I), on écrit u;.

Définition: Soit E un ensemble et (A;);c; une famille de parties de E. On suppose
I # @. On pose
JAi={zecE|3iel, xe A}

i€l
et
mAiZ{x€E|Vi€I,x€A¢}.
i€l
On pose aussi U A, =0 et m A;=E.
i€o ico
REMARQUE:

De méme que pour les sommes et produits de complexes, on peut intervertir des réunions
doubles.

Proposition: Soit E un ensemble, (A, B) € Z(E)2.
AC(E\B) < ANnB=g.
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Preuve: “ =" Soitz € ANB. Alors z € Aet x € B. Comme z € A C (E\ B), alors
z € E\ Bie. z ¢ B : une contradiction. Donc AN B = .
“<=" On suppose ANB =@. Soit x € A. Sixz € B, alorsz € AN B = @ : faux.
Donc z ¢ B et donc z € E \ B.

O

Proposition: Si f: E — F et g: F — G sont bijectives, alors g o f est bijective et

(gof) ' =f"tog "

REMARQUE (/A\ Attention):
g o f peut-étre bijective alors que f et g ne le sont pas.
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