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Premiére partie



Deuxiéme partie



Troisiéme partie



Quatriéme partie

Bornes supérieures



v Bornes supérieures
Proposition (borne inférieure): Toute partie minorée non vide de R admet une borne
inférieure.
Preuve:
Soit A C R non vide minorée. On pose B = {—a | a € A} # @. Soit m un minorant de
A
Va € A, m < a.
D’ou,
Va € A, —a<—m
donc B est majorée par —m.
D’aprés la propriété de la borne supérieure, B admet une borne supérieure. On pose

B = sup(B), donc  majore B et donc

et donc

Va€ A, —a<fB

Va € A, —8 > a.

Donc —f est un minorant de A.

Soit z un minorant de A. Montrons que < —f. On sait que —z majore B et donc

—z =0

. On en déduit que z < —f et donc —f = inf(A). O

Proposition (caractérisation de la borne supérieure): Soit A C R non vide majorée

et M € R.
Y A, a< M,
M =sup(A) < DS ah @
Ve > 0,3ap € A,Ag > M —e.
Preuve: “ =" On suppose M = sup(A). M est un majorant de a :

Va € A, a < M.

Soit € > 0, comme M est le plus petit majorant de A et que M —e < M, M — ¢
ne majore pas A. Donc
Jdag € A, ap > M —e.

On suppose
Ya € A, a < M; (1)
Ve > 0,3ag € A, M — e < ag. (2)

D’aprés (1), M est un majorant de A. Soit M’ un majorant de A. Montrons que
M’ > M.
On suppose M’ < M et on pose ¢ = M — M’ > 0. D’aprés (2), il existe ag € A
tel que
ag>M—e=M >ag

une contradiction. Donc M’ > M et donc M est le plus petit majorant de A :
M = sup(A).

O

Proposition (caractérisation de la borne inférieure): Soit A C R, non vide minorée



v Bornes supérieures

et m € R.
Va € A, m < a;

m = inf(A) <
Ve >0, Jap € A, ap < m + €.

O
Proposition: Soit A C R non vide majorée et M € R.
M > sup(A) <= Va e A, a< M.
Preuve: “ =" On suppose M = sup(A). Soit a € A. On sait que a < sup(A) car

sup(A) majore A. Donc a < M.
“«<="” On suppose Va € A, a < M. Donc M majore A. Or, sup(A) est le plus petit
majorant et donc M > sup(A).

O

Proposition: Soit A C R non vide minorée et m € R.

m < inf(A) <= Va€ A, m<a

Proposition — Définition: R est archimédien :

Ve e R, Vy € R, In € N, nz > y.

Preuve:
Soit & € R et y € R. Supposons

(H) : vn €N, nx <y.

On pose A ={nz |n € N} C R. Comme 0 € A, A # &. D’aprés (H), A est majorée par
y.

Soit o = sup(A) et n € IN. On sait que (n + 1)z € A donc (n + 1)z < « et donc
nr > o — x. On remarque que o — x majore A mais que o — x < « : une contradiction
car « est le plus petit majorant de A. Donc,

dn € N, nz > y.

Théoréme: Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes :
si f:[a,b] > R (avec a < b € R) est continue, alors

3(a, B) € [a,b]?, Vz € [a,b], f(@) < f(z) < f(B).

Preuve:




v

Bornes supérieures

c.f. Chapitre 14 : Continuité. O

Proposition: Soit A C R non vide majorée. Il existe une suite (a,) € AY telle que
lim an, = sup(A).

n—-+oo
Preuve:
On sait que
Ve >0, Jda € A, a > sup(A) —e.
Donc,
1
vn € N*,3an, € A,an > sup(A) — —.
n
On a
Vn € N*,an, € A et an < sup(4).
Or

1
Vn € N*, sup(A) — — < an < sup(4),
n

par encadrement, on en déduit que a, —— sup(A).
n—-+oo

Proposition: Soit A C R non vide minorée. Il existe une suite (a,) € AN telle que
lim a, = inf(A). O

n——+oo



Cinquiéme partie

Partie entiére
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Partie entiére

Proposition — Définition: Soit € R. Il existe un unique entier n € IN tel que
n<x<n+l.

Cet entier n est appelé partie entiére de x et est noté |[x].

Preuve:
Soit A={p€Z|p>uz} A# D car R est archimédien.

Soit « la borne inférieure de A. Alors @ > x. Montrons que o« € A. Soit n > 2. On a

1
a+ — > a dong, il existe a, € A tel que
n

1
a<an <o+ —.
n

On sait que l < 1 dong, il y a au plus un entier dans le segment {a, a+ l} . Donc, tous
les a,, sont égaux et an m «. On en déduit que "
n 22, an =«
et donc o € A. Ainsi, @« = min(A) et alors a — 1 ¢ A. On a donc
a—1l1<z<a
et, en posant n = a — 1, on en déduit que

n<e<n+l.

11




Sixiéme partie

Densité
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VI Densité

Définition: Soit A € Z(R). On dit que A est dense dans R si, pour tout intervalle I
ouvert non vide de R, AN # @.

Théoréme: Q@ est dense dans R.

Preuve:
Soit I un intervalle ouvert non vide. Soient a < b deux éléments de I. On cherche
(p,q) € Z x IN* tel que

a< = <b

Q3

Comme R est archimédien, il existe ¢ € IN* tel que
glb—a)>2>1.

Donc, l'intervalle [ga, gb] a une longueure supérieure a 1, il contient donc au moins un
entier p.

En effet, sinon on a |ga] = |gb] et alors

lga] < gb< [ga] +1
lga] < ga < |ga] +1

et alors
—1<gb—qa<1

une contradiction. On a donc ga < p < ¢b et finalement

a<? <o

q

Théoréme: R\ Q est dense dans R.

Il manque une partie du cours ici

13




Septiéme partie

14



Huitiéme partie

15



VIII

Il manque une partie du cours ici

Preuve:
Soit a € I et

r—a

D’aprés le lemme des pentes, 7, est croissante. En effet, soient z,y € I\ {a} tels que

z <y.
Cas 1 a<x <wy.On a alors

f(@) = fla) _ fy) = f(a)

X
T —a y—a

et donc 74(z) < 74 (y).
Cas 2 z < a <y. On a alors

fz) — flo) @)= Fy)  fW) = fla)

= @ h =g y—a

et donc 74 () < 7 (y).
Cas 3 z <y < a.On a alors

fz) = fly) _ (@) = f(a) < f(y) = f(a)

z—y b zT—a y—a

et donc 74 () < 7o (y).
Soit x > a avec x € I. On fixe zg < a un élément de I. zp existe car I est ouvert. On a
alors. .. O

Il manque une partie du cours ici
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VIII

La suite du cours provient d’Aubin. Je ne suis pas responsable pour les éventuelles bétises
qu’il a pu taper.

17



Neuviéme partie

Propriétés de (R, <)
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IX

Propriétés de (R, <)

Axiome (Propriétés de (R, <)): R est muni d’une addition notée + associative, com-
mutative, d’élément neutre 0 et tout réel x a un symétrique pour + noté —z
R est muni d’une multiplication notée X, associative, commutative, d’élément neutre 1

1
et tout réel & a un symétrique pour x noté ! ou = (on la notera * dans ce document)

La multiplication est distributive sur ’addition
Y(a,b,c) € R3 a(b+c) = ab+ ac

< est un ordre total sur R
V(z,y,0) ER? (z<y=a+z<a+y)
Va € RY,Y(z,y) ceR?z<y=— az<ay

QCR

Propriété de la borne supérieure : Tout partie non vide majorée de R admet une borne
supérieure

Lemme (Opposé d’un réel): Va € R,—a = —1x%a

Proposition (Inverse de <): Soient (z,y) € R?
z<y= -y< -z

Preuve:

r<y=— —zcz+zx<—ax+y
—0<—=x+y

— —y< —=x

Corollaire (x et <): Va € R* ,V(z,y) € R?, 2 <y = ay < ax

Preuve:
Soient a < 0, (z,y) € R?

On pose b = —a
a<0=-0<-a=0Z<Db

Sib=0,a=0
r<y=—bxr <by

— —by < —bx

= —1(by) < —1(bx)

= (—1xb)xy < (—1xb)xx
— —by < —bx

— ay < ax

19



IX Propriétés de (R, <)

Proposition (Elément Symétrique pour la Multiplication): Soit a € R, —a est le seul
réel qui vérifie a + (—a) =0

Preuve:
a+(—a)=a+(-1)*a
=ax(1l+-1)
=ax0=0

On a bien a *0 =0 car :
ax0=ax(0+0)
0+0=(ax0)+(ax0)=0

x
a

INIA
o

Proposition (+ et <): Soient (a,b,z,y) € R?* tels que {
Alorsa+z <b+vy

Preuve:
a<b=—=a+z<b+z
r<y=—b+x<b+y

< est transitive donc a +x < b+y

REMARQUE (Soustraire des Inégalités):
On ne peut pas soustraire directement des inégalités

ey Ty

Sl{ a<b ,alors{ —b<—a

et alors, z —b<y—a

Proposition (x et < dans R*): Soient (z,y,a,b) € (RT)*
0<z<y

{ 0<a<b = za < yb

Preuve:

<y a<b
{ 0<a :}axgayet{ 0<y — ay < bx

20



IX Propriétés de (R, <)

Proposition (Inégalité des Inverses): V(z,y) € (RF)%, z <y =

Preuve:
Soient (z,y) € (R)?
On suppose = < y

o1 1
Si— <0,alors z— < 0xx, alors 1 <0
a 7z

1 1 1
Donc — > 0 donc —z < —y

B s a2
1

1
Donc — < —
z Yy

REMARQUE (Diviser des Inégalités):
On ne peut pas diviser des inégalités

21
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Dixiéme partie

Inégalités Classiques
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Inégalités Classiques

|z + yl < [@] + [yl

Proposition (Inégalité Triangulaire dans R): V(z,y) € ]R27 {
position (luce ¢ e ol = lyi < | — o]

En changeant y en —y, on a aussi

{ |z —y| < |z| + |yl
[z] = Jy| < |z + 1yl

Preuve:

1 - Soient (x,y) € R2

|z| = max(—z,z) > x

lyl =y

Donc z +y < |z + y|

Siz+y <0, alors |z + y| < |z|+ |y|

On a aussi |z| > —z et |y| > —y
Donc —(z +y) < || + [y

Siz -+ <0, alors [z] + [y] > |z + ]
2 - Soient (z,y) € R?2

|zl = |z —y +y| < |z —y[ + [y
Donc [z] —[y| < |z + y|

Sifz| — |yl >0, |z] = |y| < |z -yl

On aaussi |yl =y —z+z| < |y — z| + |z
Donc |y| — [|z] < |y — |

Si|z| = |y| <0, |z — |y < |z -y

|z +y| < |z] + |y]

Proposition (Inégalité Triangulaire dans C): V(z,y) € C,
position (uce ¢ r vemeod FEREATY

Preuve:

lz +y| < |a| + |y <= |g+y\22§ (2| + ly])?
= (¢ +y)@T+7Y) < |z]° + |y|° + 2|zy]|

= |z +|y® + (@7 +Ty) < |2|* + |y|? + 2|zy|
< 2%Re(zy) < 2|zy|

Or, pour tout z € C,Re(e) < |z|
En effet :

23



Inégalités Classiques

2] = /Re(2)2 +Im(2)2 > /%e(2)? = [e(2)] > Re(2)

O
Proposition (Inégalité Triangulaire a n Coefficients): Soient (z1...zn) € C"
n n
Alors, | |z < ) |2l
k=1 k=1
Preuve:
n n
Pour n € N*, P(n) V(z1...2n) € C", |Z\zk < lek‘”
k=1 k=1

P(1) et P(2) sont vraies

Soit n € IN*, on suppose P(n) vraie

Soient (21...2n +1) € C" +1

n+1 n n n+1

I e = 1D 2k + 201l < ) lzl + |2nral = ) |2kl

k=1 k=1 k=1 k=1

Donc P(n + 1) vraie

Par récurrence, Vn € N*, P(n) vraie

O
Proposition (Inégalité Triangulaire des Intégrales): Soit f : [a,b] — R continue
b b
Alors |/ flx)dx| < / |f(x)|dx
a a
Preuve:
Va € [a,b], —|f(z)| < f(z) < [f(2)]
O

Proposition ( Inégalité Triangulaire des Intégrales sur C): Soit f : [a,b] — C conti-
nue

b b
Alors |/ f(x)dx| S/ | f(z)|dx

Preuve:

b
Cas1: |/ F(z)dz| =0

24



Inégalités Classiques

OnaV:cE[a bl,|f(z)] >0

donc/ |f(z)|dz > 0= / x)dx|

b
Cas 2 : |/ f(x)dz| #0

b
On pose r = \/ f(x)dz| € RY
b
Soit # un argument de / f(x)dx
a

b .
D’ofl/ f(z)dz = ret?
a

r=e % /b f(z)dx = /b f(z)e ¥da

b
= 9%(/ f(z)e dx)

_ / Re(f (z)e=®)do < / |f(@)e"|da
car Vz ERe(f( Ye~ ) < |f($)3719|

< / (@) le=*)do = / 1 (@) da

Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwartz): Soient f, g : [a,b] — R continues

b b b
( / f(Bg(t)de)? < / P ()t / 6% (x)dt

Proposition (Inégalité des Accroissements Finis sur R): Soit f : I — R dérivable
sur I telle qu’il existe M € R vérifiant
Ve L|f () < M

Alors V(a,b) € 12, |f(a) — £(b)| < Mla —b]

Proposition (Inégalité des Accroissements Finis sur C): Soit f : I — C de classe
Cl et M tel que
Ve LIS (b)) < M

Alors V(a,b) € 12, |f(a) — £(b) < Mla —b]

25



Inégalités Classiques

Preuve:
On suppose a < b

b
1£(@) = FO)] = 1£(6) — f(a)] = | / £ (t)d
b
< / (1)t

b
g/ Mdt = M(b— a) = Mb— af
a

26



Onziéme partie

Valeur Absolue
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Valeur Absolue

Proposition (Inégalités avec la Valeur Absolue): Soient (a,b) € R?
la] <b <= —b<a<b
la] >b <= a>boua< —b

Proposition (Partie Bornée et Valeur Absolue): Soit A € Z(R)
A est bornée <= IM € R,Va € A,|a|] < M

Preuve:
“;77 :
On suppose qu’il existe M € R tel que Va € A, |a| < M

DoncVae A, —M <a< M
Donc A est majorée par M et minorée par —M
Donc A est bornée

“__» .
On suppose A bornée

Soit M un majorant de A et m un minorant de A
On pose a = max(M, —m)
azMetVaeAja< a

On a aussi @ > m donc —a < —m
donc —m est un majorant

Vae A,—a<a<a
donc Va € A, |a| <

28



Douziéme partie

Bornes Inférieure / Supérieure
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XII Bornes Inférieure / Supérieure

Proposition (Existence de la Borne Inférieure): Toute partie minorée, non vide de R
admet une borne inférieure

Preuve:

Soit A € Z(R) non vide et minorée
Soit B= —ala € A # &

Soit m un minorant de A

Yae Aim<a
donc Va € A, —a > —m
donc B est majoré par m

D’aprés la propriété de la borne supérieure, B admet une borne supérieure
On suppose 3 = sup(B)

B majore B donc Va € A, —a <
doncVa € A,—B<a
donc —f est un majorant de A

Soit z un minorant de A
Montrons que z < —f
—x majore B donc —x > 8 donc z < —f3

Donc —f = inf(A)

Proposition (Caractérisation de la Borne Supérieure): Soient A € Z(R) non vide

majorée et M € R
<

M = sup(4) — { Va € A,a< M

Ve > 0,3ag € A,ap > M — ¢

Preuve:
“=": On suppose M = sup(A)

M est un majorant de A donc Va € A,a < M
et c’est le plus petit majorant

Soit € > 0
M —e > M donc M — € ne majore pas A
Jdag € A,ag > M — e

“er . O Vae A,a< M 1
¢ 1 Suppose Ve > 0,3ag € A,ap > M — ¢ 2

D’aprés 1, M est un majorant de A
Soit M’ un majorant de A, montrons M’ > M
On suppose M’ < M, on pose e = M — M’ >0

30



XII Bornes Inférieure / Supérieure

D’aprés 2, il existe ap € A tel que
ap > M —e = M’ > ag contradiction

Donc M' > M
Donc M est le plus petit majorant de A
Donc M = sup(A)

Proposition (Caractérisation de la Borne Inférieure): Soient A € Z(R) non vide
minorée et M € R
M = inf(A) {VaeA,a>M

Ve > 0,3ag € A,ap < M + ¢

Proposition (Inégalité et Borne Supérieure): Soit A € Z(R) non vide majorée et
MeR
M >sup(A) <= Va€ A, M >a

Preuve:

“=—": On suppose M > sup(A)

Soit a € A, on sait que a < sup(A) car sup(A) majore A
Donc a < M

“<=": On suppose Va € A,a < M
Donc M majore A
Or, sup(A) est le plus petit majorant de A donc M > sup(A)

Proposition (Inégalité et Borne Inférieure): Soit A € Z(R) non vide minorée et
meR
m < inf(A) <= Va € A,a>m

Proposition (R est archimédien): R est archimédien :
Va € ]RI,Vy eR,IneN,nz >y

Preuve:
Soient (z,y) € Ry x R
Supposons (H) : Vn € N,nz <y

On pose A ={nzln € N} CR
A#@car0€ A
D’aprés (H), A est majoré par y

31



XII Bornes Inférieure / Supérieure

Soit o = sup(A)

Soit n € IN
(n+ 1)z € Adonc (n+ 1)z < «
donc nx < «

a—x 2> ne
Donc{ -

a—z<a Contradiction avec le fait que « soit le plus petit majorant de A

Donc dn € N,nz > y

Proposition (Théoréme des Valeurs Extrémes): Toute fonction continue sur un seg-
ment est bornée et atteint ses bornes

Si f:[a,b] — R est continue, alors

(o, B) € [a,b],Vz € [a,b], f(a) < f(z) < f(B)

Preuve:
Voir Chapitre 12 : Suites

Proposition (Limite de Suite et Borne Supérieure): Soit A € Z(R) non vide majorée
11 existe une suite (an) C A telle que
lim a,, = sup(A)

Preuve:
On sait que Ve > 0,3a € A,a > sup(A) — ¢

1
Donc Vn € N*, Ja, > sup(A) — —
n
Vn € N,a, € A donc an < sup(A)
Va € IN*,sup(A) — — < an < sup(A)
n

Par encadrement, a, — sup(A)
n—>—+oco

Proposition (Limite de Suite et Borne Inférieure): Soit A € Z(R) non vide minorée
Il existe une suite (an) C A telle que
lima, = inf(A)

32



Treiziéme partie

Partie Entiére
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XIIT Partie Entiére

Proposition (Définition): Soit z € R
dneZn<z<n+1
Cet entier est appelé partie entiére de z et noté |z |

Preuve:

Soit A = {p € Z|p > =}

A # @ car R est archimédien
A est minoré par x

Soit « la borne inférieure de A, alors a > x
Montrons que o € Z

1
Soitn > 2,a+ — >«
n
1
donc Jdan, € A,a<anp < a+ —
n

1
— < 1 car la distance entre deux entiers est > 1
n

Il y a au plus 1 entier dans [a, o + —]
n

Donc tous les ay, sont égaux et a, — a donc Vn > 2,a, = «
donc a € A, donc v = min(A), alorsa —1¢ A
donca—1<z<a

On posen=a—1

34



Quatorziéme partie

Densité
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XIV Densité

Définition (Densité): Soit A € Z(R)
On dit que A est dense dans R si :
Pour tout intervalle I ouvert non vide de R, AN # &

Théoréme (Densité de Q): Q est dense dans R

Preuve:
Soit I un intervalle ouvert non vide de R
Soient a < b deux éléments de [

On cherche (p,q) € Z x IN* tels que a < i <b
q

Comme R est archimédien, 3¢ € N*,q(b—a) >2 > 1
Donc lintervalle [ga, gb] a une longueur supérieure a 1
Il contient donc au moins 1 entier p

En effet, sinon on a [ga] = |gb]| et alors
{ lga] < gb < |ga] +1

lga] < ga < |ga] +1
et alors —1 < ¢gb — ga < 1 contradiction

On a donc ga < p < gb
et finalement a < = <b
q

Théoréme (Densité de RQ): RQ est dense dans R

Preuve:
Soit I un intervalle ouvert non vide de R

On pose J = {x — 2|z € I}, J est ouvert et non vide
Q est dense dans R donc J NQ # &

Soit € JNQ, alors r +V2 € I
Soit s€ Q=7r+V2,alors V2=s—reQ
ce qui n’est pas le cas

Ainsi, r + V2 € I N (RQ)

REMARQUE (Suite de Rationnels):
1 1
Soit x € R,Vn € N*| I,, =]z — —,z + —|
n n
Pour tout n € IN*, on choisit r, € QN I

36



XIV Densité

On a défini une suite de rationnels (ry,)

1 1
VneN* o — — <rp <o+ —

n n
Par encadrement, r,, — =

Proposition (Approximation par Défaut et par Excés): Soit z € R
[10™z| [10™z] 1
<z < P
1loye Qe 1loye

Alors, Vn € N,

[10™z]

10" n—+oco

T

On démontrera que

Preuve:
Vn € N, [10"z] < 10"z < [10"z] + 1

Corollaire (Densité de D): Soit D I’ensemble des nombres décimaux

P
D= {10—”|pe Z,n € N}
D est dense dans R

37



Quinziéme partie

Intervalles
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XV Intervalles

Définition (Intervalle de R): Un intervalle de R est une partie de R d‘une de ces
formes :

{z € Rla <z < b}, (a,b) € R?

{zeRla<z<b},aeR,be RU{+o0}

{zreRla<z<b},ac RU{-0c0},beR

{r eRla<z<b},a€e RU{—00},b € RU{+o0}

Définition (Partie Convexe): Soit D une partie de R
On dit que D est convexe si ¥(z,y) € D%,z <y = [z,y] € D

Théoréme (Intervalle et Convexité): Soit D € Z(R)
D est un intervalle <= D est convexe

Preuve:
“=—": On suppose que D est un intervalle

Cas 1 : On suppose D = [a, b] avec (a,b) € R® et a < b
Soient (x,y) € D? avec z < y

Soit z € [z, y]
Onadonca<z<z<y<bdonc z € [a,b]

Donc D est convexe

Cas 2 : On suppose D = [a,b] avec a € R,b € RU {400} et a < b
Soient (x,y) € D? avec x < y

Soit z € [z, y]

Onadonca<z<z<y<bdonc z € [a,b]

Donc D est convexe

Les deux autres cas se traitent de la méme facon

“<=": On suppose que D est convexe et non vide

O sz I = { sup(D) si D est majorée o { inf(D). si D est minorée
+00 sinon — &9 Smem

Montrons que

Jm, M[C D C [m, M] si (m, M) € R?

Jm,M[C D C [m,M[simée€R,M = +o0

]m,M[C D C}m,M} sim=—oo,M € R

Jm, M[C D CJm, M[si m =—oco, M = +oco

Soit z €]m, M|

Si M € R, z ne majore pas D car z < M

Si M = 400, D n’est pas majorée donc z n’est pas un majorant
Donc 3y € D,y > 2

Sim € R, z ne minore pas D car m < z
Sim = —oo, D n’est pas minorée donc z n’est pas un minorant
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Donc dz € D,z < z

(z,y) € D?

D D
onc z € [z,y] C D car { D convexe

Donc z € D, on a bien |m, M[C D

Cas 1 : On suppose (m, M) € R?

m minore D donc m < z

M majore D donc z < M done z & [m, M]

Soit z € D, {

Donc D est un intervalle

Cas 2 : On suppose m € R, M = +o0

m minore D donc m < z

M = 400 donc z € [m, 400

Soit z € D, {

Donc D € {Jm, M|, [m, M[}
Donc D est un intervalle

Cas 3 : On suppose m = —oo, M € R

m = —0o0

M majore D donc z < M donc z €] — oo, M]

Soit z € D,{

Donc D € {Jm, M|, Jm, M|}
Donc D est un intervalle

Cas 4 : On suppose m = —oo, M = +o0
Soit z € R donc z €] — 0o, +00]

D = R donc D est un intervalle

Proposition (Bornes, Min et Max): Soient a,b € R

inf([a, b]) = min([a, b]) = a
sup([a, b]) = max([a,b]) =b

inf(]a,b[) = a
sup(]a, b]) = b

inf([a, b[) = min([a, b)) = a
sup([a, b)) = b

inf(Ja,b]) = a
sup(]a, b]) = max(]a,b]) =b
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Proposition (Intersection d’Intervalles): Un intersection quelconque d’intervalles est

convexe

Preuve:
Soit (Ia)aea une famille d’intervalles et I = m I,
a€A

Montrons que I est un intervalle
Montrons que I est convexe

Soit (z,y) € I?,z < y, montrons [z,yl C I

Soit z € [z, Y]
Soit a € A

x € I donc x € I,
y € ldoncye€l,

I, est convexe
Donc z € I,

REMARQUE (Réunion d’Intervalles):
Un réunion d’intervalles n’est pas nécessairement un intervalle
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Définition (Fonction Convexe): Soit f: I — R avec I un intervalle

On dit que f est convexe si
V(z,y) € I, YA € [0,1], (1 = Nz + Ay) < (1= N)f(x) + Af(y)

Proposition (Expression d’un Elément d’un Intervalle selon les Bornes):  Soit (a,b) €
R? avec a < b

Soit x € R

z € [a,b] <= INe[0,1],z=(1—N)a+ b

Preuve:
z € [a,b <= a<z<b

<~— 0<z—a<b—a

r—a
— 0< <1

b—a
<:’>3>‘e[071}7 :x_a

b—a

<~ INe0,1],z=Ab—a)+a
<~ IN€0, 1,z =Xb—Xa+a
<~ INe 0,1,z =(1—ANa+ b

Proposition (Inégalité de Jansen): Soit f: I — R convexe
n
et (z1..wn) € I, (A1...2n) € [0,1]" tels que ZAi =letn>2

=1

Alors f(zn:Aixi) < i&‘f(ﬁi)
i=1

=1

Preuve:
Soit n > 2

n
V(@1..@n) € I™, (A1..An) € [0,1]™ tels que » ;=1
n n =t
Ona fOO Xwi) <> Xif(w:)
=1 p=Il

Soient (z1...xnt1) € I" T (A1..Ant1) € [0,1]7F1
n+1

On suppose Z)‘i =1
i=1

On suppose A\p41 # 1

n
A= Ai=1-2An1 #0

=1
n

= lzn:)\x = Zﬁx el
)\2:1 1 A K3

=1

On pose
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n+1 n
Ainsi, f(z>”$’ = (>\n+1xn+1+z>\i$i)

=1 i=1
= (1= Nznt1 +Az) < (1= N f(@nt1) + Af(2)

n A\
De plus, f(z) = f(Zmzi) avec Vi € [1,n], pi = 5y
i=1

Zu, Zfzi—&-)\:l

D’aprés I’hypothése de récurrence,

fe < >3 p@)
=il

D’ou
n+1

ZA2$Z ) =Ant1f(®nt1) +Z/\ f(xq)

=1 =1

Montrons que x € T
o =min{z;li € [1,n]} €T
Om fproze { 8 = max{;|i € [1,n]} €

Vie[l,n],a<z <S8
Ai i

Ai
donc Vi € [1,n], —a<711§75
SOV P
donc == =
NNy

doncagzgﬁ

Donc, par convexité de I,

n
On suppose Ap+1 = 1, alors Z)‘i =0
i=1

Or, Vi € [1,n],A; =0
Donc Vi € [1,n],A\; =0
n+1

FQ_Aiws) = fl@n+1) ZA fl@i) = f(@nt1)

Proposition (Lemme des Pentes): Soit f: I — R convexe
Soient 1 < x2 < x3 € I

Alors f(z1) — (12) f(a1) - f(zs) _ flz2) — f(z3)

T1 — T2 - r] — T3 - T2 — T3

Preuve:

Soit A €]0, 1] tel que z2 = (1 — N)z1 + Azs
f(z2) = f(z1) < (L= A)f(z1) + Af(z3) — f(z1)
< A(f(z3) — f(21))

T — X1 :)\(1‘3711) >0

D'oi fz2) = fla1) _ A(f(zs) — f(=1)) _ f(z3) — fla1)

o — T1 - )\(333 *1‘1) - r3 — T1
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Convexes

REMARQUE (Autres Preuves Possible):

(z1) = f(z3) < f(z2) — f(xs)

f(@2) = fzs) < (1= N)f(z1) + AMf(x3) — f(xs)
<A =N(f(z1) — flxs))
a?g—a?g:(l—)\)(a?l—:l?g) <0
Fws) — f(@s) (L= N(f(@1) ~ f(as)) o far) — fls)
xTo — T3 (1—)\)(7;1 —x3) - ] — I3
O
Proposition (Réciproque du Lemme des Pentes): Soit f: ] — R
Si, Vay < 29 < 23 € I7, f(@1) — f(z2) < f(@1) — f(xs)
T] — T2 r1 — I3
Alors f est convexe
Preuve:
Soient z < y € I?
Soient A €]0,1[ et z = (1 — ANz + Ay
Montrons que f(z) < (1 —X)f(z) + Af(y)
B =B
On pose x; =2z Ainsi, 21 < 22 < x3
z3 =1y
Done @ =B _ F@ @) o\ _z==
B=g T—y y=w
) IO = 1@ _ W)~ @)
zZ—x y—x
1) - 1) < LT o
= f(2) SA(f(y) = f(@) + f(@) = Af(y) + (1 = N f(z)
O

fz1) = flw2) _ flz2) — f(xs)

Sion remplace (*) par
Tl — T3
On peut aussi conclure que f est convexe

ouvert

Vo € I7 fg;auche(x) < fr/lroite(x)

Preuve:
Soit a € I et 74 :I{a} — R
@ )

r—a

Proposition (Théoréme Convexité / Dérivabilité):

ou par

T2 — I3
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Soit f : I — R convexe sur [

Alors f est dérivable a gauche et ) droite en tout point de I et
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D’apreés le Lemme des Pentes, 7, est croissante
En effet, soient (z,v) € (I{a})? et z <y

Casl:a<z<y
f(@) — f(a) < fly) — f(a)
Donc 74(z) < 755;(7‘1431 e

On a alors

Cas2:2<a<y
1@ = f0) _ @)~ I6) _ [&) = i)
= @ - T —y - y—a
Donc 74(z) < 70 (y)

On a alors

Cas3:z<y<a

f@) = fly) o f(z) = fla) _ f(y) = f(a)
T —y - T —a - y—a

Donc 74(x) < 7a(y)

On a alors

Donc 74(z) < 74(z)

Soit x > a avec x € T
On fixe zg < a avec zg € [

Alors 74(z) > Ta(20)

Tq est minorée sur IN|a, +oo[ et croissante

Donc 7, a une limite finie quand = tend vers a par valeur supérieure
Donc f est dérivable & droite et f},..,.(a) = Ta(20)

Soit 21 > a fixé

Vz € IN] — o0, af, Ta(x) < Ta(21)

Donc 74 est majorée sur IN] — oo, af

Donc 7, a une limite finie que = tend vers a par valeur inférieure
Donc f est dérivable & gauche et f/ (a) < 7a(z1)

gauche
De plus, Vz € IN] — oo, al, Yy €la, +oo[, Ta(x) < Ta(y)

Dongc, si on fait tendre x vers a par valeur inférieure :
Vy € INla, +00[, fgqucne(@) < 7a(y)
Si on fait tendre y par valeur supérieure :
! !
fgauche(x) S fdroitc(x)

Corollaire: Soit f: I — R convexe ou [ est ouvert
Alors f est continue sur [

Preuve:
Soit a € I
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f(z) = f(a)

Vz € IN] — oo, al, :a :f;(a)—i-x_q (1)

Donc f(z) = f(a) +f!;(a)(a:—a) +zga(x—a)

Donc f(z) — f(a)

r—ra
<

De méme, Vz € IN]a, +ool, f(z) = f(a) + fi(a) (z —a)

e
=
Donc f(x) fd f(a)

Donc f est continue en a

Proposition (Théoréme Convexité / Croissance Dérivée): Soit f : I — R dérivable
f est dérivable <= f’ est croissance

Preuve:
“=": On suppose que I a au moins 2 éléments distincts, sinon le résultat est trivial
On suppose f convexe

Soient (z,y) € I?, on suppose = < y

Soit u €]z, y[
fw) = f(=)

u—x

Soit T4 U —>

Comme T, est croissante sur [{z}, f'(z) < 74 (u)

D’aprés le Lemme des Pentes,

fw)— f@) _ f@~16) . f@) = i@
(T - @m =7 - y—u

et donc 7, (u) < 7y (u)

Comme 7y est croissante, 7y (u) < f(y)
Dot f'(z) < 7u(u) < 7y(u) < f'(y)
Donc f est croissante

“«<=": On va exploiter le Théoréme des Accroissements Finis

Soit f : [a,b] — R continue dérivable sur |a, b|

Alors 3¢ €]a, b[, f'(c) = %

Soient z1 < zy < x3 € I°
f est continue sur [z1,z2] et dérivable sur |z, za|
f(z1) — f(z2
Je1 €]z, z2, flon) = flaz) _ f'(e1)
T1 — T2
f est continue sur [z2,z3] et dérivable sur |za, z3|
f(z2) — f(xs
Jeg €]z, x3], M = f’(cg)
2 — X3
On remarque que ¢; < x < c2
Comme f’ est croissante, f’(c1) < f/(c2)
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Corollaire: Soit f: I — R deux fois dérivable
f convexe sur I <= VY €I, f"(z) >0

Proposition (Inégalité Image / Taux de Variation): Soit f : I — R convexe, déri-
vable

V(z,a) € I?, f(2) > f'(a)(z — a) + f(a)

Preuve:

Soit a € T

On pose g :I — R

z+— f(z) = f'(a)(z — a) + f(a)

g est dérivable sur I et g'(z) = f'(z) — f'(a)
On sait que f’ est croissante sur I

g est décroissante pour = < a, croissante pour z > a et g(a) =0
Ve eI,g(x) >0

Définition (Concavité): On dit que f est concave si —f est convexe

Proposition (Concavité): Soit f: I — R
f concave <= Y(x,y) € I?,YA € [0,1], f((1 — Nz + Ay) > (1 — N) f(z) + Af(y)

Si f est concave sur un intervalle I ouvert, f est continue
Si f est dérivable, f concave <= f’ décroissante
Si f est deux fois dérivable, f concave <= f négative

Si f est dérivable et concave, V(z,a) € 12, f(z) < f'(a)(x — a) + f(a)
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