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Axiomatique de IN



Axiomatique de IN

Axiome: (IN,<) est un ensemble non vide totalement ordonné vérifiant
— Toute partie non vide de IN a un plus petit élément ;
— Toute partie non vide majorée de IN a un plus grand élément ;
— IN n’est pas majoré.

Définition: — 0 est le plus petit élément de IN : 0 = min(IN).
— 1 =min(IN*) = min (N \ {0}).
— Soit n € N. On pose n+ 1 = min ({k € IN | kK > n}). On dit que n + 1 est le
successeur de n.
— Soit n € IN*. On pose n — 1 = max ({k € N | k < n}). On dit que n — 1 est le

prédécesseur de n.

Proposition:
VneN, (n+1)—1=mn;
VneN*, (n—1)+1=n.

Proposition: Pour tout n € N, NN n,n+1[ = @.

Théoréme (récurrence): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si

P(ng) est vrai
vn > ng, P(n) = P(n+1),

alors
Vn = ng, P(n) est vrai.
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II

Récurrence

Proposition (récurrence double):

P(ng) vraie
P(no + 1) vraie
Vn € IN avecn > n

Alors
Vn € IN

Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si

0, P(n) et P(n+1) = P(n+2)

avec n > ng, P(n) vraie.

Proposition: Soit P un prédicat, p € N* et ng € IN. Si

Vk € IIovp*l]]a P(n0+k)
Vn > ng, (P(n) et P(n+

Alors,

vn

Proposition (récurrence forte):
vrai et

Vn > ng, (P(no) et ...

Alors,
Vn

vraie;

1) et -+ et P(n+p—1)) = P(n+p).

> ng, P(n) vraie.

Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si P(ng) est

et P(n—1) et P(n)) = P(n+1).

> ng, P(n) est vraie.
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11 Divisibilité

Définition: Soient a,b € Z. On dit que a divise b s’il existe k € Z tel que b = k X a.
Dans ce cas, on écrit a | b. On dit aussi que a est un diviseur de b; et que b est un
multiple de a.

Proposition: “|” est une relation d’ordre sur Z. O

Proposition: Soient (a,b) € Z x Z*.

alb = l|a| <b].

O
Proposition: Soient a,b,c € Z.
alb %
| = (V(k,0) € Z*, a | (kb+ Lc)).
alc
|
Définition: Soient a,b € Z. On dit que a et b sont associés si
a=>bou a=—b.
Proposition: Soient a,b € Z.
alb < —a|b <= al—b.
Proposition (division euclidienne dans IN):  Soient (a,b) € IN x IN*.
_a | b
q
= b
3! (q,r) € IN?, a=bg+r
0<r<aq. T
|
Proposition (division euclidienne dans Z): Soient a € Z et b € Z*.
a=bqg+r
3 (q,7) € Z2, ’
() {o <r<|bl.
|



11 Divisibilité

Définition: Soient a € Z et b € Z*. D’aprés le théoréme précédent, il existe un unique
couple (g,7) € Z x NN tel que

a=bg+r

0<r<|bl.

On dit que r est le quotient, et r le reste dans la division (euclidienne) de a par b.

Proposition: Soient a € Z et b € Z*. On note 7 le reste de la division euclidienne de
a par b.

r=0 <= alb.
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v Arithmétique modulaire

Définition: Soient a,b € Z et ¢ € IN*. On dit que a est congrus a b modulo c si a et b
ont le méme reste dans la division euclidienne par c¢. Dans ce cas, on écrit a = b [c].

Proposition: La congruence modulo ¢ est une relation d’équivalence. O

REMARQUE (Notation):
On note Z/cz I'ensemble des classes d’équivalences modulo c.

Proposition: Soient a,b € Z et ¢ € N*.

a=b[c] < c|(b—a).
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