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Premiére partie

Axiomatique de IN



Axiomatique de IN

Axiome: (IN,<) est un ensemble non vide totalement ordonné vérifiant
— Toute partie non vide de IN a un plus petit élément ;
— Toute partie non vide majorée de IN a un plus grand élément ;
— IN n’est pas majoré.

Définition: — 0 est le plus petit élément de IN : 0 = min(IN).
— 1 =min(IN*) = min (N \ {0}).
— Soit n € N. On pose n+ 1 = min ({k € IN | kK > n}). On dit que n + 1 est le
successeur de n.
— Soit n € IN*. On pose n — 1 = max ({k € N | k < n}). On dit que n — 1 est le

prédécesseur de n.

Proposition:
VneN, (n+1)—1=mn;
VneN*, (n—1)+1=n.

Preuve:
Soitn € N.Onposep=n+1letg=p—1. Onadoncn < petqg<petdoncn < q car

g=max ({k € N |k < p}).
Si g > n, alors ¢ > p car p = min ({k EN|Ek> n}) : une contradiction.

On a donc ¢ = n.

Proposition: Pour tout n € N, NN n,n+1[ = @.

Preuve:
Soit n € IN. On sait que n + 1 > n. Soit p € IN tel que n < p < n+ 1. Comme p > n,

p>n+1: une contradiction. O

Théoréme (récurrence): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si

P(ng) est vrai
Vn > ng, P(n) = P(n+1),

alors
Vn = ng, P(n) est vrai.

Preuve:
Soit A ={n € N | n > ng et P(n) faux } Supposons A # &; A a donc un plus petit

élément. On pose N = min(A).
Cas 1 N =0, alors, comme N € A, on a ng < 0 et P(0) fausse. On en déduit que
no = 0 : une contradiction car P(ng) = P(0) est vraie.
Cas 2 N#0.Alors N—1e€Net N—1¢ A (car N—1 < N). On en déduit que
N —1 < ng ou P(N — 1) vraie.




Axiomatique de IN

— Supposons N —1 < ng. N € Adonc N > ng et donc N —1 < ng < N donc
N =ng. Or, N € A donc P(N) fausse alors que P(ng) est vraie.

— Supposons N —1 > ng et P(N —1) vraie. Comme N —1 > ng, P(N —1) =
P(N) et donc P(N) est vraie. Or, N € A et donc P(N) est fausse.

On en déduit que A = @.



Deuxiéme partie

Récurrence



11 Récurrence

Proposition (récurrence double): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si

P(ng) vraie
P(no + 1) vraie
Vn € N avec n > ng, P(n) et P(n+1) = P(n+2)

Alors
Vn € IN avec n > ng, P(n) vraie.

Preuve:
On pose, pour tout n > ng,

Q(n): “P(n) et P(n+1)”.

— Q(0) est vraie.
— Soit n = ng. On suppose Q(n) vraie. On sait alors que P(n + 2) est vraie. De
plus, par hypothése de récurrence, P(n + 1) est vraie. Donc Q(n + 1) est vraie.

O
EXEMPLE:
On pose up =0, u; = 1 et
Vn €N, unio = Unt1 + un
Montrons que Vn € IN, uy, > 0.
— uop=020;
— u; =12>20;
— Soit n € IN. On suppose que up = 0 et up+1 = 0. Alors up42 = up + Up+1 = 0.
Par récurrence double,
Vn € N, un, > 0.
Proposition: Soit P un prédicat, p € IN* et ng € IN. Si
Vk € [0,p — 1], P(no + k) vraie;
Vn >ng, (P(n) et P(n+1) et --- et P(n+p—1)) = P(n+p).
Alors,
Vn > ng, P(n) vraie.
O
EXEMPLE:

On pose ug =0, u1 =1, up = 2, ug = 3 et
Vn € N, Unta = Un + 2up+1 + 3Unt2 + Unt3-

Montrons que Vn € IN, uy, > 0.
— ug =20,u1 >0, u2 >0et uzg >0.
— Soit n € IN. On suppose up > 0, up+1 = 0, upt2 > 0 et up43 > 0. Comme uy 44 est
la somme de réels positifs, w,44 > 0.

Proposition (récurrence forte): Soit P un prédicat sur IN et ng € IN. Si P(ng) est
vrai et
Vn = ng, (P(ng) et ... et P(n—1) et P(n)) = P(n+1).



11 Récurrence

Alors,
Vn > ng, P(n) est vraie.

Preuve:
On pose, pour tout n € IN,

Q(n) : “Vk € [ng,n], P(k) vraie”.
— Q(no) est vraie car P(ng) est vraie.
— Soit n > ng. On suppose Q(n) vraie. On sait donc que Vk € [no, n], P(k) vraie.
Alors, P(n + 1) est vraie et donc
Vk € [no,n + 1], P(k) est vraie.

Ainsi, Q(n + 1) est vraie.

EXEMPLE:
Montrer que tout entier supérieur ou égal a 2 peut s’écrire comme un produit de nombres
premiers. On prouve ce résultat par récurrence forte.

— Le nombre 2 est un nombre premier : 2 = 2.
— Soit n > 2. On suppose que, tout entier k € [2,n] est un produit de nombres premiers.
On pose N =n + 1.
Cas 1 N est premier et donc, on peut 'exprimer comme un produit de nombres pre-
miers : N = N.
Cas 2 N n’est pas un nombre premier. Alors, il existe p,q tels que N = p X q avec
1<p< Netl<qg< N.Commep € [2,n], p est un produit de nombres premiers.
De méme pour g. Donc, le produit N = p X g est un produit de nombres premiers.

EXEMPLE:
Avecug =0, ur =1, uo = 2, ug = 3 et, pour tout n € N, unya4 = Un+2uUp4+1+3uUnt2+Un+3,
montrer que, pour tout n € IN, u, > 0. On prouve ce résultat par récurrence forte.
— ug=02>0.
— Soit n € IN. On suppose que Vk € [1,n], up > 0.
— Sin=0,upt+1 =u1 =120.
— Sin=1, up4+1 =u2 > 0.
— Sin =2, up4+1 =uz = 0.
— Sin >3, upt1 = uUp—3+2uUn—2+2un—1+3 un, = 0.
-~

>0 >0 >0 >0



Troisiéme partie

Divisibilité



11 Divisibilité

Définition: Soient a,b € Z. On dit que a divise b s’il existe k € Z tel que b = k X a.
Dans ce cas, on écrit a | b. On dit aussi que a est un diviseur de b; et que b est un

multiple de a.

ExXEMPLE: — Vz €Z,1]|x.
— 0|0 mais Vz € Z*,0 1 z.
— Ve eZ,z|0.
Proposition: “|” est une relation d’ordre sur Z. O
Proposition: Soient (a,b) € Z x Z*.
alb = l|a| <b].
O
Proposition: Soient a,b,c € Z.
alb 5
| = (V(k,0) € Z*, a| (kb+ Lc)).
alc
Preuve:
On pose u,v € Z tels que
b= au,
@ = @
Soient k, £ € Z.
bk + lec = aku+ alv = aku+ fv.
——
€Z
et donc a | (ku + fv). O

EXEMPLE:
Soient n € IN.

aln

a|n+1} = a|((n+1)—n) = a|l = a==l

Définition: Soient a,b € Z. On dit que a et b sont associés si

a=0bou a=—b.

Proposition: Soient a,b € Z.

alb < —a|b <= al—b.




11 Divisibilité

Proposition (division euclidienne dans IN):  Soient (a,b) € IN x IN*.

a=bqg+r,
0<r<ag. r

31 (q,7) € N2, {

Preuve: ~ EXISTENCE On considére A = {¢ € N | ¢b < a}. A # D car 0 € A :
0xb=0<a. Aest majoré:

Vge A,a>qgb>qcarb>1.

Soit ¢ = max(A). On pose r = a — bg. Comme a, b et g sont des entiers positifs,
r € Z. On sait que q € A, donc gb < a et donc r > 0. ¢+ 1 > max A donc
qg+1¢ Aie. (g+1)b>a et doncr <b.

a=qb+1,

Or,a=1» r et donc, en
0<r <b. 8

UniciTé Soient (¢/,77) € IN? tels que {
soustrayant les deux égalités, on a
0=0b(q¢ —q)+r" —r
De plus, 0 < r < bet —b < —1’ <0, et donc
r—r'=b(d —q).
——
€7

On en déduit que —b < r — ' < b. Le seul multiple de b dans ]—b, b[ est 0. Ainsi,
r’ = r et donc b(¢' —q) = 0. Or, b > 0, donc ¢’ = q.

O

Proposition (division euclidienne dans Z): Soient a € Z et b € Z*.

a=bqg+r,
0<r<lb.

2 ez, {

Preuve:  ExisTeENceE Cas 1 a € N et b € IN*. D’aprés la proposition précédente,

a=bg+r
0<r<hb.

(g, 7) € N?, {

Comme b > 0, on abien 0 <r < |b| =b. et g € N C Z.
Cas 2 a€Z et be IN*. Comme —a € NN,

—a=bg +7'
3 I,IGIN2, a ,
(q',r") 0o<r <b
donc
a=>b(—q)—r'

=blg —1)+b—1r'.

10



11 Divisibilité

En posant,
- —q¢ —1 sir #£0,
= —q si 7’ = 0;
. b—r' sir’ #0,
—r’ si v’ = 0;
on a bien
a=bq+r,
qE€Z,
0<r<hb.

Cas 3 a€ Netbe Z*. On sait que

— _b / /
H(QI,TI)GINQ, a (/ )q +T7
0<r < —b.
En posant ¢ = —q’ et r =7, on a bien a = bg+ 7 et 0 < r < [b|.
Cas 4 a €7 etbeZ. On sait que

o =7bql+7“/
(¢, ") € N?, “
(@) 0<r < —b.
Donc,
a=bq —r'
=b(g +1)—7" —b.
En posant
| sir’ =0,
= qd +1 sir #0;
r’ si ' =0,
= ! . /
—r'—b sir #0;
on a bien
a=bg+r
qEZ
0<r<|b.

UniciTE Soient (¢',7') € Z2 tels que

a=bq +r'
<r’ < |b.

Or, on sait qye a =bg +r et 0 < r < |b|. D’ou

V@—MZW—T

—b] <7 —7" < |b|

donc r — 7’/ =0 et donc ¢ = ¢'.

Définition: Soient a € Z et b € Z*. D’aprés le théoréme précédent, il existe un unique

11



11 Divisibilité

couple (g,7) € Z x N tel que
a=bg+r
0<r<|bl.

On dit que r est le quotient, et r le reste dans la division (euclidienne) de a par b.

EXEMPLE:
n=2q+r

Soit n € IN impair. On divise n par 2 : soient (g,7) € Z x IN tels que
o<r<22.

Sir =0, n est pair : une contradiction. Ainsi,  # 0 et donc » = 1. On a donc n = 2q + 1.

Proposition: Soient a € Z et b € Z*. On note 7 le reste de la division euclidienne de
a par b.
r=0 <= alb.

Preuve:
On pose a = bq + r avec q € Z.
“=" Sir =0, alors a = bq avec q € Z et donc b | a.
“<=" Sib|a, il existe k € Z tel que a = bk. Donc, a = bk + 0 et 0 < 0 < |b|. Par
unicité de la division euclidienne, r» = 0.

O

12
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v Arithmétique modulaire

Définition: Soient a,b € Z et ¢ € IN*. On dit que a est congrus a b modulo c si a et b
ont le méme reste dans la division euclidienne par c¢. Dans ce cas, on écrit a = b [c].

Proposition: La congruence modulo ¢ est une relation d’équivalence. O

REMARQUE (Notation):
On note Z/cz I'ensemble des classes d’équivalences modulo c.

Proposition: Soient a,b € Z et ¢ € N*.

a=b[c] < c|(b—a).

Preuve: “ =" Soient q,q € Z et r € N tels que

a=cq+r
b=cq +r
avec 0 < r < c. En soustrayant les égalités, on obtient
b—a=c(d —4d).
~——
€Z
Ainsi, ¢ | (b — a).

Zfzs,i:, avec (q,q') € Z et {

les égalités et inégalités, on obtient

r<c
“ <=7 On pose , En soustrayant
T < ec.

NN

0
0

{b—ac(q'—q)—i—'r"—'r

—c<r —r<e.

14



v Arithmétique modulaire

La suite du cours provient d’Aubin. Je ne suis pas responsable pour les éventuelles bétises
qu’il a pu taper.

15
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Axiomatique de IN

Axiome (Axiomatique de Von Neumann): (IN, <) est un ensemble totalement ordonné

vérifiant
Toute partie non vide de IN a un plus petit élément
Toute partie non vide majorée de IN a un plus grand élément

IN n’est pas majoré

Définition (0): 0 = min(IN)

Définition (1): 1 = min(IN{0})

Définition (n+1): Soit n € N
On pose n + 1 = min({k € N|k > n})
On dit que n + 1 est le successeur de n

Proposition (+1—1): VneN,(n+1)—1=n
YneN,(n—1)+1=n

Preuve:
Soient n e N, p=n+1, ¢g=p—1

n<petqg<p

Donc n < q car ¢ = max({k € N|k < p})

Si ¢ > n, alors g > p car p = min({k € N|k > n})
Donc g=n

Proposition (Ensemble Ouvert Vide): Vn € N,|n,n+ 1[= &

Preuve:

Soit n € IN, on sait que n+1 > n
Soit p > n, on suppose n < p < n-+1
Comme p > n,p > n + 1 Contradiction

Proposition (Théoréme de Récurrence): Soit P un prédicat sur IN et n € IN

17




Axiomatique de IN

g P(no) est vrai
" vn > nonP(n) = P(n+ 1)
Alors Vn > ng, P(n) est vrai

Preuve:

Soit A = {n € N|n > no} et P(n) faux
Supposons A # &

A a donc un plus petit élement, soit N = min(A)

Cas1: N=0
Alors, comme N € A, on ang <0 et P(0) est faux
Alors ng = 0 Contradiction avec “P(n) est vrai”

Cas2: N #0

Alors N—-1e€ N
N—-1¢Acar N—-1< N
Donc N — 1 < ng ou P(n) vrai

Supposons N — 1 < ng

N € A donc N > ng

N—-1<ng<N

Donc N =ng

Or, N € A donc P(n) est faux alors que P(n) est vrai

P(n —1) vrai

Supposons{ Nol1>n, CommeN—12no, P(N—1)= P(N)

Donc P(N) est vrai
Or, N € A donc P(N) est faux

Donc A =9

18



Sixiéme partie

Récurrences

19



Récurrences

Proposition (Récurrence Double): Soient P un prédicat sur IN et ng € N
P(ng) est vrai

Si P(ng + 1) est vrai
Vn > ng, P(n) et P(n+1) = P(n+ 2)

Alors Vn > ng, P(n) est vrai

Preuve:
On pose Vn € IN,Q(n) : “P(n) et P(n+ 1) vrais”
Q(no) est vrai

Soit n > ng, on suppose Q(n) vrai

On sait alors que P(n + 2) est vrai

On sait par hypothése de récurrence que P(n + 1) est vrai
Donc Q(n + 1) est vrai

Proposition (Récurrence Multiple): Soient P un prédicat sur N et (p,ng) € IN?
si { VE € [0, p], P(no — k) est vrai

vn > no, (P(n) et ... P(n+p—1)) = P(n+p)
Alors Vn > ng, P(n) est vrai

Proposition (Récurrence Forte): Soient P un prédicat sur IN et ng € IN
Si { P(ng) est vrai

Vn = ng, (P(no) et ... P(n — 1)) = P(n)
Alors Vn = ng, P(n) est vrai

Preuve:
On pose Vn € N, Q(n) : “Vk € [no,n], P(k) vrai”
Q(no) est vrai car P(ng) est vrai

Soit n = ng, on suppose Q(n) vrai

On sait que Vk € [ng,n], P(k) est vrai
Alors P(n + 1) est vrai

Donc VEk € [ng,n + 1], P(k) est vrai
Donc Q(n + 1) est vrai

20
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VII Divisibilité

Définition (Divisibilité): Soient (a,b) € Z>
On dit que a divise b si il existe k € Z tel que b = ka
a est un diviseur de b

On écrit ab et on dit que { b Gt e sl 615 @

Proposition (Caractéristiques de la Divisibilité): | est une relation d’ordre sur Z
Ce n’est pas une relation totale

Proposition (Ordonnancement et Divisibilité): Soient (a,b) € Z x Z*
Si al, lal < [o

Proposition (Divisibilité et Combinaison Linéaire): Soient (a,b,c) € (Z*)3

{ ZIIC’ — V(k,1) € Z2, a|(bk + cl)

Preuve:
b=au avec u € Z

c=av avecv € Z
Soient (k,1) € Z?
bk + cl = auk + avl = a(uk + vl)
Donc a|(bk + cl)

Définition (Nombres Associés): Soient (a,b) € Z>

a et b sont associés si a =b ou a = —b

Proposition (Nombres Associés et Divisibilité): Soient (a,b) € Z?2
alb <= —alb <= a|—b <= —a|—b

22
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VIII Division Euclidienne

Proposition (Division Euclidienne dans IN): Soient a € IN et b € IN*

] 2 a=bg+r
Jl(g,r) € N ,{ r € [0,

Preuve:
Existence : On considére| A = {g € N|gb < a} A est non vide car 0 € A
A est majoré : Vg € A,g<acara>qb>q

Soit ¢ = max(A), on pose r = a — bq

Comme a,bet g€ N,r € Z

q € A donc gb <adoncr >0

g+ 1> max(A) donc g+ 1¢ Adonc (g+1)b>a
Donc r < b

. ’oo 2 a+bq/+r/
Unicité : Soit (¢’,r") € N telque{ 0<r <b
On sait aussi que a = bg +r
Donc 0=0b(¢ —q)+7' —r

—r 7= b —q)

0<r<b
-b<—-1r<0
Donc —b <71’ —r <b

De plus,

Le seul multiple de b dans | — b, b[ est 0
Donc v’ —r =0, donc r = r/

et b(¢'—¢q) =0

Or, b# 0 donc ¢’ — ¢ =0 donc g =¢’

Proposition (Division Euclidienne dans Z): Soient a € Z et b € Z*

] 2 a=bg+r
3'(Q7T)EZ 7{ 0ST‘<|b|

Preuve:

Existence :

Casl:a€N,beN*

D’aprés ce qui précede, 3!(q,r) € N2, { g z 7lzq<+br
Comme b € IN*, on a bien 0 < r < |b] B
geINCZ

Cas2:a€Z,beN*

Y /
Comme —a € IN, (¢, ') € N2, { @=Ly SR

0<r" <b

Donc a = b(—q') — 1’
=b(—¢ —1)—7'+b

24



VIII Division Euclidienne

—q —1sir#£0 —' +bsir #£0
Onposeq:{iq,SiT:O etr:{r'sir/:(]
a=bqg+r
On a bien qQEZ
0<r<|b

Cas3:a€N,beZ*

Vol ol 2 a:(—b)q'-i-?"'
3'(q7T)EN7{OST/<_b

/

q=—q
Onpose{ e

. a=bg+r
Etonab1en{0§r<|b|
Casd:a€Z ,beZ*

—a=—bg +71
A, 7)€ ]N27{ 0< <t£b

Donc a = bg’ — 7’
=blg +1)—7" —b

/ . /e /
g +1sir#0 _f —r=0bsir #0
Onposeq—{q/SiT:O et r = M sir! =0
a=bqg+r
On a bien qEZ
0<r<|y
Unicité :

Soit (¢',7") € Z? tel que {

W )=
D’
ou{ —o] <7 —7" < |b]

Donc r —r’ =0

a=bq +1 ¢ a=bqg+r
o<+ <p| L o<r<b

Doncr’' =retq =q

Définition (Quotient et Reste): Soient a € Z et b € Z*

a=bg+r

0<r<]|b

On dit que g est le quotient et 7 le reste dans la division (euclidienne) de a par b

D’apreés le théoréme précédent, 3l(q,r) € Z x NN, {

Proposition (Reste et Divisibilité): Soient a € Z,b € Z*
On note r le reste de la division de a par b
r=0 <= bla

Preuve:
On pose a =bq+r,q € Z

25



VIII Division Euclidienne

a=bq

— :Slr:O,alors{ €T

donc bla

“e=2 . Si bla, Ik € Z,a = bk

D a=>bk+0
Y 0<o< |yl

Par unicité du reste, r =0

26
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IX Arithmétique Modulaire

Définition (Congruences): Soient (a,b) € Z2, ¢ € N*

On dit que a et b sont congrus modulo ¢ si a et b ont le méme reste dans ma division
par ¢

On note a = b[]

Proposition (Congruence et Relation D’Equivalence): La relation de congruence mo-
dulo ¢ est une relation d’équivalence

REMARQUE (Classes d’Equivalence Modulo c¢):
On note Z/cZ I’ensemble des classes d’équivalence modulo ¢

Proposition (Modulo et Divisibilité): Soient (a,b) € Z2 et ¢ € N*
a=blc] < clb—a

Preuve:

“:,,.Onpose{ a=cqg+r,q€Z,0 <r<c

b=cq +r,q €7
Donc b —a = c(q’ —q)
Donc c|b — a

. a=cq+rq€Z,0 <r<c
= .Onpose{ b:cq'+r'7q'EZ,U S’I”/<C

b—a=clgd —q)+r' —r
—c<r' —r<ec

Sir’ —r >0, —r est le reste de la division de a — b par ¢
Donc ' = r donc a = b](]

Sir’ —r < 0,7 —r' est le reste de la division de a — b par ¢
Donc ' = r donc a = b]c]

Proposition (Addition et Multiplication de Congruences): Soient (a, b, x,y) € Z* et
ceN*
a = bc]
On suppose
PP { z = ylc]

a+z=b+y[

Alors { e = i

Preuve:
clb—aetcly—=x

28



IX Arithmétique Modulaire

Donc ¢|(b—a+y — x)
Donc ¢|(b+y — (a + z))
Donc a +z = b+ yc]

a=ck+bkeZ
r=cl+yleZ
ax = (ck + b)(cl + y)

= by + cky + clk + 2kl

= by + c(ky + bl + clk)
Donc az = by|c]

On pose {

Proposition (Critéres de Divisibilité en Base 10): Soit N € IN, on notera ses chiffres
ag...an

n
N =10 a
k=0

Divisibilité par 2 :
N pair <= N = 0[2]
n
< > 10%a; =0[2]
k=0
< ap = 0[2] car Vk > 1,10% = 0[2]
10° =1 = 1[2]

Divisibilité par 3 :

Vk € N,10* = 1% = 1[3] car 10 = 1[3]
3|N <= N =0[3]

n
= > 10%a, = 0[3]
k=0

Divisibilité par 9 :

vk € N,10¢ = 1[9]

9N <= N =0[9]

n
< > 10*a; =0[9]
k=0

Divisibilité par 5 :

10° = 1[5]
{ Vk € IN*,10% = 0[5]
5|N < ao =0[5]
< ap € {0,5}

Divisibilité par 11 :
10 = —1[11]
Donc Vk € N, 10* = (—1)*[11]
n
N=0[1] <= Y (-1)*a) = 0[11]
k=0

< ap — a1 + az... + (—1)"an = 0[11]

REMARQUE (Réécriture en Classes d’Equivalence):
On peut réecrire le calcul précédent dans Z/117Z
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IX Arithmétique Modulaire

n

N = ilokak = iﬁ@ =Y (-DFax
k=0 k=0

k=0

REMARQUE (Opération dans Z/nZ):
d’une addition : at+b=a+b
d’une multiplication : @

Dans Z/nZ, on dispose {
L’addition est commutative, associative, n’élément neutre 0 et 'opposé de @ est —a

La multiplication est commutative, associative, d’élément neutre 1 et distributive par rapport
a+
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Dixiéme partie

PCGD et PPCM
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PCGD et PPCM

Définition (PGCD): Soient (a,b) € Z>

Le PGCD de a et b est le plus grand diviseur commun & a et b
11 existe car 2 = {d € IN|d|a et d|b} est non vide car a € 2

9 est majoré par |a|

On le note PGCD(a, b) ou a A b

Proposition (Théoréme d’Euclide): Soient a € Z,b € IN*
Soit r le reste de la division de a par b

aNb=DbAT
Preuve:
d=aAb
On pose s=bAr
a=bqg+r
dla d|la — bg d|r
{d\b :>{d\b = op =S

slb — slbg +r — sla = ¢<d
slr slb slb

Donc d=¢

Proposition (PGCD et Diviseurs): Soient (a,b) € Z2 et d =a A b
9 = {k € Z| k|a, k|b}
Vk € Z,ke 2 < k|d

Preuve:

“«<=": Soit k € Z, on suppose k|d
d|a donc k|a

d|b donc k|b

Donc k € 2

“=—=": Soit k €

On pose 1q le reste de la division de a par b,

r1 le reste de la division de b par rq

et Vn € IN, 7,41 le reste de la division de ry,—1 par 7y, si rn # 0

La suite () est décroissante, minorée par 0 et a valeurs entiéres
Soit N € IN tel que ry =0 (si N =0, on pose r—1 = b)

D’aprés la poposition précédente,
d=aNANb=bAro =19 AT1..TN_1 ATN
=rn_1 NO=ry
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On pose aussi Vn € [1, N — 1],rp—1 = Tngn + rn+t1
On en déduit que I(an, Bn) € Z2,rN_1 = aan + bBN

{ ]Z}Z — klaay + bBN = klry_1 = k|d

Définition (PPCM): Soit (a,b) € Z2, on pose M = {k € N| alk, bk}
M # & car ab € M
M # @ donc admet un plus petit élément noté PPCM(a,b) ou a Vb

Proposition (Produit PGCD PPCM): V(a,b) € Z2, (a Ab)(a V b) = ab

Preuve:
Voir paragraphe Facteurs Premiers

Proposition (Propriétés de A et V): A est commutative, associative sur Z*
V est commutative, associative sur Z*

Preuve: )
Soient (a,b,c) € (Z*)3,d= (a Ab)Ac,s =aA (bAc)

(&, ={ @
dla N dlb
sla sl

{ i =14 <|b
sle

On pose e = PGCD(a, b, ¢)

d<e
Ona{ c<e
ela ela
el = = c¢laN(bAc)=¢e<d
ele elbAc

De méme, on € < ¢
Doncd=e=¢
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Proposition (Théoréme de Bézout): Soient (a,b) € Z X Z*,d=a Ab
I(u,v) € Z%,d = au+ bv

Preuve:

On pose A = {au + bv|(u,v) € Z3}
On veut montrer que d € A
a=ax1+bx0doncac A
b=a*x0+bx1donchbe A
O0=a*x0+bx0donc0€e A

Soit (z,y) € A?

z = auj + buy, (u1,v1) € Z2

y = aug + bua, (ug,v2) € 7?2
z+y=a(ur +uz2) +blv1 +v2) € A

Soitz € A,k e€Z
x = au + bv, (u,v) € 72
kx = aku + bkv € A

Soit n = min(ANIN*) (]b] € ANN¥)
Soit v € A

Par division euclidienne de z par n :
rT=nqg+r
qgeA0<r<n

reA r€E A
{ neA =>{ —gneA —r—gqgneA=recA

r<n
{ reA = 7=

Donc r =0

Donc n|x

Dot A =nZ |
ac A nla

Or, { be A { nlb

Cas particulier : a Ab=d =1, alors 1 est le seul diviseur positif de a et b
Doncn=1donc A=Z donc 1 €Z

b
Casgénéral:Onposea/:gez, b/:QGZ, ad Ab =1

D’aprés le cas particulier, 3(u,v) € 72, a'u+bv=1

Dot au+bv =d

Proposition (Réciproque du Théoréme de Bézout): Soient (a,b) € Z x Z*
On suppose qu’il existe (u,v) € 72 tel que au 4+ bv = 1
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Alorsa Ab=1

Preuve:
On posed=aAb

{ Z}Z — dlau+bv=>d|l = d=1

Proposition (Théoréme de Gauk): Soient (a,b,c) € 73 tels que { Z|ch =1
Alors alc
Preuve:

D’aprés le théoréme de Bézout,
au+bv = 1 avec (u,v) € Z?
D’ot acu + bev = ¢

alacu
{ albev
Donc alacu + bcv
Donc alc

REMARQUE (Inversion Modulo n):
Soit z € Z

F?y € Z,zy = 1[n]

(<= dans Z/nZ,z+7y = 17?)

Avec n =4 :
x 0123

VLI { 1 et 3 sont inversibles modulo 4

L 2 n’est pas inversible modulo 4

2 0202
3 0321

3z = 2[4]
< 3 %3z =3x*2[4]
— z = 2[4]

2z = 1[4]
= 2 x 2z = 2[4]
= 0= 2[4]

Proposition (Congruences et Nombres Premiers): Soit p un nombre premier
Alors Vo € Z,x # 0[p] = Jy € Z,zy = 1[p]
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Preuve:

Soit z € Z tel que = Z 0[p]
Soit y € Z

zy=1[p] < Fue€Z,zy=1+pu
<— Ju€Z,zy—pu=1

y existe <= xzAp=1
< ptz

Proposition (Inversibilité Modulo n): Soit n € N*,z € Z
z inversible modulon <= zAn =1

Preuve:
Voir précédent

Proposition (Petit Théoréme de Fermat): Soit p premier, a € Z

aP = alp)

Preuve:
Cas 1:a=0[p
a? = 0P[p]

a? = 0[p] = alp]

Cas 2 : a Z 0[p]
AlorsaAp=1

On pose Vi € IN*, r; le reste de la division de ia par p
Soit ¢ € [1,p — 1]

r; = 0 = plia = p|i Contradiction

Vie IN*,r; 20

Soit (i,5) € [1,p — 11%,i # j

On suppose r; = 75, alors ia = ja[p]

Or, a A p =1 donc a est inversible modulo p
Donc a = j[p] donc i = j Contradiction

Ainsi, r1...1p—1 € [1,p — 1] distincts donc ils prennent toutes les valeurs de [1,p — 1]
i — r; est injective
{ri..rp—1}=[1,p—1]

p—1
Donc Hri =(p—1)
k=1
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p—1
Donc Hia = (p—1)![p]
k=1

Donc (p — 1)!a?~! = (p—1)![p]

Dou (p—1)! =0[p] <= p[l*2%3---%(p—1)
<~ Jie[l,p—1],ple

Donc (p — 1)! # 0[p]

Donc (p — 1)! est inversible modulo p

Donc a? = 1[p]

Donc aP = alp]
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Décomposition en Facteurs
Premiers
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XI

Décomposition en Facteurs Premiers

Définition (Nombre Premier): Soit n € IN
On dit que n est premier si

n>2

les seuls diviseurs entiers de n sont 1 et n

Proposition (Infinité de Nombres Premiers): Il y a une infinité de nombres premiers

Preuve:
On suppose qu’il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers

p1<...<Dpn

On pose N = pp *...%xp1 + 1

N > pp, donc N n’est pas premier

N a d’autres diviseurs positifs que 1 et N

N est divisible par un nombre entre 2 et N — 1

Soit p = min({k € [2, N — 1]|k|N})

p est premier (Tout diviseur de p divise aussi N)
di € Hlvn]]vpi =p

pi| N

pi|N —p1...pn

pi|1 Contradiction

Donc il y a une infinité de nombres premiers

Proposition (Théoréme Fondamental de I’Arithmétique): “Tout entier se décompose
en un unique produit de nombres premiers”

Soient n € IN tel que n > 2 et & I’ensemble des nombres premiers
{p € Z|v(p) # 0} est fini
Ay : &2 — N telle que n = H pV(P)
pEP

Preuve:
Existence : Déja vue : Récurrence Forte (Chapitre 9)

Unicité : Soit n > 2 et v: & — NN telle que
pFEV

T M = {p € P|u(p) # 0} fini
@ TIp® = [T 22 avec ¢ {p € 2|v(p) # 0} fini

Gy
2o pEZ n minimale pour cette propriété

Soit p € M, u(p) # 0 donc p|n
Si v(p) =0,Vqg € N,p A g =1 donc p|1 Contradiction avec le théoréme de Gau®
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XI Décomposition en Facteurs Premiers

Donc on peut simplifier (%) par p

n
On a alors 2 décompositions de — < n Contradiction
p

Donc n n’existe pas

Proposition (Divisibilité et Nombres Premiers): Soient (,b,¢) € IN® supérieurs a 2

On pose a = H po‘(p) et b= H pﬁ(p)
PEZ DEL?

alb <= Vp € Z,a(p) < B(p)

Preuve:
“=—=": On suppose alb, Ik, b = ak
On pose k = H p"®)

WEL?

et donc b = H p(P) H piP) = H p(P)+r(p)
pPEP pEP pEP

Par unicité de la décomposition en facteurs premiers,

Vp € Z,B(p) = a(p) + k(p) > a(p)

“<=": On suppose Vp € Z,B(p) > a(p)
On pose Vp € £, k(p) = B(p) — a(p) € N

Tous les a(p) et S(p) sont nuls & partir d’un certain rang
C’est donc le cas aussi pour les k(p)
Donc on a le droit de former le produit

[[»®en
pPEP

On pose k = H p"®) et ak = H p(P) H () = H pe(P)+r(@) — H pP®) =p
PEZP pPEP pPEP PEZP PEZP

Proposition (Produit de Facteurs Premiers, PGCD et PPCM): Avec les notations
précédentes,

anb= [ @@ E®) ot avb= [ prex)sm)
pEP peEZP

Corollaire: (aAb)(aVb)=ab

Preuve:
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Décomposition en Facteurs Premiers

(a Ab)(aVb) = H pmin(a(p),5(p)) H pmax(a(p),6(p))

peEP peEZP
— H pmin(ﬂ(P)ﬂ(P))-‘-maX(a(P)ﬂ(P))
peEP
— H pa(p)+6(p) = ab
pEP
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