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1
Soit f :x—> ——.

f est dérivable sur R\ {2} et décroissante sur | — co;2[ et sur ]2; +oo].
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T —00 =2 +oo
0 400
—00 0
1
On pose g: z +— f(z) —z = 77a z dérivable sur R \ {2} et
a
Vo # 2 /(x)——;—1<0
iz —00 «@ -2 B 400
—00 +oo
N
g \0 0
S \
—00 —00
az —00 « —2 B 400
f a\ ﬂ\
—00 0
flz) —z + 0 - + 0 -
(un) n’est pas définie s’il existe k € IN tel que
F*(uo) = -2
(@) # (f@)", f£=fo---0f)
— On suppose la suite bien définie,
Vo # 2, |f/(@)] = |~ g
(2+2)?
B 1
C (2+2)?
o , 1
En particulier si > 0, alors f'(z) < —
— On suppose ug > —2 alors u; > 0 et donc
Vn € Ny, up >0
Donc |
Vn € N, [unt1 — B = [f(un) = F(B) < 7 |un — B

4
On en déduit par récurrence que

1 n—1
Vnem*,\un—w(z) s — |




1 n—1
Or, (7) — 0
4 n——+oo

Donc, uy, ——— 8
n—-+oo
— Siug = « alors

Vn e Nu, =a — «
n——+oo
— Si, up < —2 et ug # «, je conjecture qu’il existe p € N, tel que up > —2 et alors

un ———

n—-+oo

Exercice

Pour n € N,
(En):x5+n:c—1:0

On pose Vn € N, fp : @ — 2° 4+ nz — 1.

Vn € R, f!(z) = 5z* + n > 0 sauf si

uy, est le seul réel tel que fr(un) = 0.

—+00

In /

Soit n € IN.

fa(unt1) = uh i +nunp1 — 1

= u§L+1(n + Dupt1 — 1 —unt1

frt1(Unt1)

= —Up+1 <0

Donc un41 < un.

Les suites (un) est décroissante minorée par 0 donc | elle converge |.

On pose £ = lim wup.
n—-+oo
On sait que
Vne]N,uf’l-i—nun—lzo
Or,
ud 2

n
n—-+oo

—oc0sil <0
Ny ——— .
n—+oo | 400 sif >0

Si,€<0alorsui+nunfl—>7<>o;é0.
Si,€>0alorsui+nun—1—>+oo;£0.



Dong, [£=0

Or,
Vne]N,nun:I—qu—>1

n—-+oo

Donc,
1 1
VnG]N,nunzl—(f—i—o(f))
n n
1 5
zlfﬁ(1+o(1))
1
zlfﬁ(1+o(1))
s+o(ir)
=1-= 4o
(s} nn)
Donc,
11 1
W T we O\
11 1\)°
VnE]N*,nunzlf(ff—GJro(—G))
n n n
1 1 1))°
= sl
1 5 1
=15 (o)
L. 5 1
=l=-—s+.m T\ o
Donc,

Exercice 10

1. On sait que

Ve>0,3NeN,Vn> N,b—e< 2 <pye
Un
.1 Meéthode 1
- 1-¢
En particulier, avec e = —— > 0.
Il existe N € IN tel que
1+¢
V>Nt o =18
U, 2



vn € N, up41 <

La suite (un)n>N est décroissante minorée par 0 donc converge.

On pose M = lim wy. Alors, up41 —— L
n—-+oo n—-+oo
Un+1

L
— =1 # £ : une contradiction
Up, n—+oo L

Si L # 0 alors
Donc L =0

.2 Meéthode 2

1—7¢
On pose € = — > 0. Il existe N € N tel que

Vs N Yt <o o 1FE
Uip, 2
Donc
n n
u 144
vn> N, [] % < I ==
UL 2
k=N k=N
donc N
.
Vn > N, Bl < (ﬂ)
Uip, 2
et donc

1 ¢ n—N+1
Vn > Na Un+1 < (i) Un

2
1+¢ il 4 gy 2=t
R €]0, 1[ donc (i> — 0.
2 2 n—+oo

Par encadrement, u, —— 0

n——+oo
n+1 X
. Vn € N,u, =n, — 1 mais u, — +oo.
n n—-+oo
1 _1
Vn € N,u, = —, n‘fl = — 1 mais uy, — 0
n = n+1

Exercice 11

. Soit € > 0 (quelconque fixé). On cherche N € IN, tel que

n
Vn > N, Zul <e
i=1

Soit &’ = g > 0 Il existe N’ € IN,. tel que

Y > N |un| < €

1 N'—1
La suite [ — E |ui| | converge vers 0.
n
i=1

1l existe N”' € IN tel que
N’'-1

1 €
vn> N = 3 il <
n = 2



On pose N = max(N’,N"") € N

1 n 1 1 N—1 n
CERIES SRR DMEE TS HED 9]
n - n n )
i=1 i=1 i=1 =1
N’/—1
1 n—N'+1,
< —
< Z |wi| + -
=1
N'—1

2. On pose
Vn € N,wyp =up —£ —— 0

n——+oo

D’aprés la 1.,

1n
fE i)y ————(0)
< 1 n—-+oo
i=

n

1 & 1
VnG]N*,E;wiz ZZ(ulfé)

i=1
iZ i
LIRS o
== 5=
1 n
13w
5=
n—+oo

1 2
Donc — u; =€+ — w; —— £
w2

3. La réciproque est fausse : contre exemple

Vn € N, un = (—1)®

1 n n . 1
VA |- P = DI S 0
=1 1=1
n
donc fz:lu, mo
1=
Exercice 12
1k
Vne]N*,VkelN*,Ogungg-kf
n

1 2
Soit € > 0. Il existe k € N, tel que % < — (par exemple k = \‘7J +1)
€

N O

k
La suite <7> tends vers 0. Il existe N € IN tel que
n n€EN,

Vn > N,

k
— <
n

N | ™



Donc,

e €
Vn}N,Ogun<§+§:E
Donc uy, —— 0
n—-+oo
Exercice 3
a.
1
Vne]N,un:”n(l—l-f) —Vn
n
1 1
:ﬁ(l—f+o 7)—1)
2n n
! ————0
2\/ﬁ n—+oo
b. Vn € N,
1" = ( ) ~n
)™ 1
car Q =——0
n n H+oo
De méme, n + (—1)" Nndoncu,LNE:1—>1
n n—-+oo
c. Vn € N,
1
up = 2+ (=1)")n
— on In2+(-D™)
. ei+0(1) — 1
n—-+oo
1
car —O(1) ——— 0
n n—-+oo
e. Vk e N,
ke —1< |kx] < ka
Donc Vn € N,
n 1 n
Z (kx —1) <un<ﬁ2km
Donc Vn € N,
1 wn(n+1)_n <ungixn(n-l—l)
TL2 2 n2 2
~Z ~3
a3
Donc, uy, —— —
n—+oo 2
g. Vn € N,
2%1 1 2%1 1 2n—+1 1
N
ot S veitk o o
donc, Vn € INy,
2n + 1 2n +1
Un,
n-+1 n
N——
2 —2
n—+oo n—+oo




I1X2X3X...Xn

Exercice 6

5)
11 1
nln<2n+3;+4n>
Vn € Nyou, = e
9% + 3% +4n 1 1 1
n{f——— :ln(f(3+7(1n2+ln3+1n4)+o(7)))
3 3 n n
1 1
:ln(1+—ln24+0(7))
3n n
In 24
3n
1 1 1
2n 4+ 3n +4n In 24 In24
Donc,In | — | ~ - —
& &
Un—)€%11‘24:\3/ﬂ
n——+oo
6) Vn € Ny,

n2 In ( Arctan(n+1)

Up = € Arctan(n)

1
Arctan(n +1) 3 — Arctan (m)

Arctan(n) 5 — Arctan (%)

™ 1 T 1 1
— —Arctan(— | ==——+4o| —
2 (n) 2 n (n>

1

% — Arctan (%)

g 1 T 1 1

— — Arctan | —— | = — — +o0

2 (n—f—l) 2 n+1 ((n+1)2)
i
2



Arctan(n 1) _ (E — lJro(i) +i) x (1+ 2, 4 +o(i))
Arctan(n) 2 n n?2 n2 ™ w2n? n?
A DA 4 n (1)
™™ wn  7w2n?  w2p2  qn? n?2

1+ 2 + ( ! )
= —_— ol —
mn?2 n?

(Arctan(n +1) ) 2
In{ ———— )| ~

Arctan(n) mn2
n2In (Arctan(n + 1)) L2
Arctan(n) ™

2
Donc, uy, — €7

Exercice 7

VneN,a" —1< |a"]| <a”
Cas 1:a>1 Alors, a™ — 1> 0 et donc,

(a"—l)% <un<a

(an o 1)% _ 6% In(a™—1)

= en In(e"(1-5w))

1 1
=lIn(a) + —In (1 — —)
n a™

eln a_ g
n—-+oo

Cas2:a=1VneNyu,=1———1=a
n—+oo
Cas 3:0<a<1 donc
Vn € Ny, a™ €]0, 1]
donc
Vn € Ny [a™] =0

1 n
donc u, n’existe pas (car Vn € Ny, up, = en ™2™ ot In(0) n’existe pas)

Exercice 3
On pose

{1 = limugp

lo = lim ugn41

l3 = limus,

(u6n)new est une sous-suite de (u2y,) et de (us,) donc



Uen ——— £1
n—-+oo

Uen ——— £3
n—-+oo

Par unicité de la limite, ¢1 = /3.
(u6n+3)nen est une sous suite de (u2n+1) et de (u3y,) donc ly = {3

D’on 41 = {3, (up) converge.

Exercice 14

Méthode 1
Soit n € N,
un=vVn2+3n+7—vn2+an+b
- 7
=n 1+*+ﬁfn 1+*+§
1+1 3+ 7 1 « 9 n 1
=n -+ —=)—=X =40 —
2 \n n? 8 n2? n2
1+1 o b 1><a2+ 1
— @ (2 7y Z 4o =
2 \n n? 8 n2 n2
3—a (7 9 b+a2>X1+ (1)
= A o == = = — = ol —
2 2 8 2 8 n n
3—a
—
n—-+oo 2
Méthode 2
" _ (n?+3n+7) — (n? +an+b)
" V2t 3nt T+ V2 tan b
7(3;@” sia7é3—>3_a
~y 7= -
R sia=3-0=°_°¢
2n 2

243 7 & 7
n2+3n+7:n+0(n)car¢n+7n+:\/1+,+7%1
n n

n

pour la méme raison, /n2 + an + b = n + o(n)

Donc, v/n2 +3n+ 7+ V/n2 4+ an + b= 2n+ o(n) ~ 2n

Exercice 9

Hyper classique!

10



1
1. f:x— —

B k—1 T
Or,
In(k + 1) — In(k) < % < In(k) — In(k — 1)
donc
Vk>2,1n(k;1) g%
et

Vk>1,igln(w)
kE+1 k

2. Soit n € N,

n+1

1 21l
un+1—un:ZE—ln(n+1)—ZE+ln(n)
k=1 k=1
1
= —1n("+1><0
n+1 n
n+11 n 1
fun+1—vn:Zg—ln(n+2)+zz+ln(n+l)
=il =il

1 (n+2)
= —In(——
n+1 n—+1

Up —Vp = —In(n+1) +In(n) =In " — 0
n+1/ no+too

3. (un) converge, on note ~ sa limite :

up =+ 0(1)
donc

—In(n) = 5 + o(1)

[
El i

>
Il
—

donc

[
el

= In(n) + v + o(1)

>
Il
—

4. Sp ~In(n) —— +o0
n—-+oo

11



e
e

>

2n n—1
k=1 k=1
In(2 v+
Jr

1

| =

5

k

n
=n

(2n) + o(1) —In(n —1) — v+ o(1)

(2 o)

——In2
n—-+oo

On pose

et

Exercice 23

up € R
Vn € N, unt1 :uiJrl

f*R— R

z— 2 +1

g:R— R

z— 2 +1—2z

ap —00 0 +o0
+o0 +o0
f
1
g(z) +
1
B —0o0 — +o0
2
g
3
4

[0, +-00] est stable par f,

donc uy € [0, 400

wq = f(uo) >1

12




uo

Donc, Vn > 1,up € [0, +o00].

De plus,

Vn > 1, unt1 — un = g(un) >0

Donc, (up) croissante donc elle a une limite finie ou +oco.

On suppose que u, —— £ € R.

n—-+
Comme f est continue, f

oo

() = £. Alors, g(¢) = 0 : une contradiction

up € [—2,2]Vn € N,upy1 = V2 —up

Soit f:x— V2 —x

x —2 1
2
f \ 1 \
g(z) + 0 =

On pose g : z — f(z) — =

13

\J



a =0
<~ a=1
On pose
Vn € ]N, {'Un = U2n
Wpn = U2n+1
Vn € N, Un+1 = Uzn+2 = f(f(uzn)) = fo f(vn)
Wnt1 = Uzn+3 = f o f(wn)
X = 1
fof
0
Onposeh:z»—)f(f(x))fx:miz
=1
Vo €] - 2,2k (z) = ——22"2
2v/2—-V2—x
1

= =1
A4V2 —z\/2 -2 -z

1-4/1-2%—(2-2)}vZz
B WI—z\V2— 2 —=

1 —4\/4— 2z — (2 — 2)v/2 — = a le méme signe que
(1—4\/4—2z—(2—x)m> (1+4\/4—2m—(2—:p)m>
donc que 1 — 16 (4 — 2z — (2 — 2)V2 — x).

On décide de passer par 'inégalité des accroissements finis.

14



1 1
vz €] - 2,2], f’($)|:‘_2\/m “ove== !
1
<~ \/2—IE>5
1
= 2—x> —
4
7
— < -
4

7
— Siug < 1 alors,

vn € N, |upy1| < M |up — 1|

avec M = sup |f'(z)] <1
€] =2,un|
Done, |up — 1| < M" |ug — 1| ——— 0
n—-+oo
. 7 7 L
— Siug > n alors up < A (pas prouvé rigoureusement)
Exercice
ug >0
1 a
Vn € N,upt1 = = (Un ol *)
2 Virp
On pose
f:Rf —R

x»—)%(achg)

est définie et dérivable sur R et
*

Vo >0, f'(z) = % (1—%)

B 0 Va +o00
+oo +oo
Va
f(z) — = + 0 =
On pose
f*R— R



+oo

g \0
\

V$>0,g($)=*g+%

— Pour n € N, Z(n) : “u, existe et up > 07
— D’apreés ’énoncé, ug existe et ug > 0. Donc, £(0) est vraie.
— Soit n € IN, on suppose Z(n) vraie.
un > 0 donc u, appartient au domaine de définition de f donc uy4+1 existe. De
plus, up+1 = f(un) = va >0
Done, Z(n + 1) est vraie
— Pour n € Ny, 2(n) : “up, > Va’
— = f(u) > Va
— Soit n € Ny tel que u, > va. Alors, un+1 = f(un) > Va

De plus,
Vn € Ny, un > Va

donc,
Vn € Ny, unt1 — un = g(un) <0

Donc, (up) est décroissante, minorée par y/a donc (u,) converge vers un point fixe de f (car
f est continue).
Or, v/a est le seul point fixe de f. Donc,

upn ——Va

n—-+oo

Exercice 21

1. {limup}

1 . .
2. Vne ]N,un _ { S1 1 palr

n  si n impair

(un) diverge car ugny1 ———— 400
n——+oo
1 est la valeur d’adhérence de (uy) car ugy, —— 1
n——+oo
Soit ¢ # 1 un autre valeur d’adhérence.

Soit ¢ : IN — IN strictement croissante telle que u —

(2 () p————

Comme ¢ # 1, il existe € > 0 tel que

1€l—e,0+¢€]

AN € IN,Vn > N,uy,p) € [ — ¢, + €]

Donc
Vn > N, p(n) impair

16



Donc,
Vn > N,upny = p(n)=n m +00

— Y
n——+oo

Donc uy,(p)

. Soit u bornée divergente. D’aprés le théoréme de Bolzano Weierstrass, u a au moins
une valeur d’adhérence ¢.
u diverge donc u, —+— £ donc
n—-+oo
Je > 0,VN e N,3In > N, |lup, — £ > ¢
Ainsi,
(N=1):3n1 >1,|un, — ¥ >¢
(N:n1+1) :dng >n1+1,|un2 —f‘ > e
(N=mn2+1):3nz >na+1,|lup, — ¢ >¢

On construit de cette fagon (ny) strictement croissante telle que
VEk, |un, — £ >¢e

(tn,, ) est une sous suite de u donc bornée.
D’apreés le théoréme de Bolzano Weierstrass, (uy, ), a une sous suite (uy conver-
» (Uny ), o(k) ) 1

gente vers £ (¢ : IN — IN strictement croissante).
Ox, ¥k, [tn, 4y — €] >

—— £. Donc, ¢ #¢.

Donc, Un (k) PR

Or, (un est une sous suite de (u,) donc £ est une valeur d’adhérence de u.
p(k)

Exercice 19
. Soit € > 0. On sait qu’il existe N € IN tel que

Vn}N,\unfﬁ\gg

Soient p > N et ¢ > N.
lup — uq| = [up — £+ £ — uq
< lup — €] + |ug — ¢
<€ n €
X - — =€
2 2
. Soit w une suite de Cauchy.
On sait qu’il existe N € IN tel que
Vp > N,¥q > N, |up —uq| <1

En particulier,
Vn > ]\[7 \un —’U,N+1| <1

donc
vn > N,uny1 —1<up <1+ung

donc (un)n>nN est bornée. 1l existe M1 € R tel que

Vn>N,|un\ <M1

17



La famille (un)n<n est finie. On pose

My = max |un|
n€ef0,N]

On pose M = max (M1, M>).
Vn € N, |un| < M
Donc (uy) est bornée.
3. Comme a est bornée, (by) est bien définie.
(a) Soit n € IN.
bni1 =sup{ap | p 2 n+1}
bn = sup{ap | p > n}
Vp > n+1,ap < bp(car p > n)

Donc, b, majore {ap | p > n+ 1} donc by41 < by
La suite (by,) est décroissante.
Comme (ay) est bornée, il existe m € R tel que

Vn € N,m < an,

En particulier,
vP?”ybngap2m

Ainsi, (by,) est minorée.
Donc, (b, ) converge.

(b) Comme (by) converge vers a, il existe donc N1 € IN tel que
Vn > Ni,|bn —al <e

et donc
Vn > Ni,bp, <a+e

Comme (ay) est de Cauchy, il existe No € IN tel que

Vp > Na,Vn > Na, \ap — an| <

N | ™

et donc
Vp > N1,Vn > Na,ap < an +

N ™

On pose N = max (N, Na) + 1.

Comme N > Nip, on am

De plus,
Vn > N,n > No

et donc |Vn > N,Vp > N, ap gan—l-%

(¢c) On sait déja que by < a+e¢
Soit n > N
— bn=sup{ap |p>= N} > an
— Vp>N,ap<an+%

donc a, + g majore {ap | p > N}.

donc anJrg > by

€
Enfin, (by) est décroissante de limite a donc by > a donc by — = > a — 3 >a—¢.

€
. . 2
En particulier
Vn>N,a—e<a,<a+t+e

Donc (an) converge vers a par définition de la limite

18
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