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Exercice 23

5. Soit f : x 7→
1

2 + x
.

f est dérivable sur R \ {2} et décroissante sur ]−∞; 2[ et sur ]2;+∞[.
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x

f

−∞ −2 +∞

00

−∞

+∞

00

On pose g : x 7→ f(x)− x =
1

2 + x
− x dérivable sur R \ {2} et

∀x 6= 2, g′(x) = −
1

(2 + x)2
− 1 < 0

x

g

−∞ −2 +∞

−∞−∞

−∞

+∞

−∞−∞

α

0

β

0

x

f

f(x) − x

−∞ α −2 β +∞

00

−∞

+∞

00

α

α

β

β

+ 0 − + 0 −

(un) n’est pas définie s’il existe k ∈ N tel que

fk(u0) = −2

(fk(x) 6= (f(x))k, fk = f ◦ · · · ◦ f)
— On suppose la suite bien définie,

∀x 6= −2,
∣∣f ′(x)∣∣ = ∣∣∣∣− 1

(2 + x)2

∣∣∣∣
=

1

(2 + x)2

En particulier si x > 0, alors f ′(x) 6
1

4
— On suppose u0 > −2 alors u1 > 0 et donc

∀n ∈ N∗, un > 0

Donc
∀n ∈ N∗, |un+1 − β| = |f(un)− f(β)| 6

1

4
|un − β|

On en déduit par récurrence que

∀n ∈ N∗, |un − β| 6
(
1

4

)n−1

|u1 − β|
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Or,
(
1

4

)n−1

−−−−−→
n→+∞

0

Donc, un −−−−−→
n→+∞

β

— Si u0 = α alors
∀n ∈ N, un = α −−−−−→

n→+∞
α

— Si, u0 < −2 et u0 6= α, je conjecture qu’il existe p ∈ N∗ tel que up > −2 et alors
un −−−−−→

n→+∞
β

Exercice
Pour n ∈ N,

(En) : x
5 + nx− 1 = 0

On pose ∀n ∈ N, fn : x 7→ x5 + nx− 1.

∀n ∈ R, f ′n(x) = 5x4 + n > 0 sauf si

{
x = 0

n = 0

un est le seul réel tel que fn(un) = 0.

x

fn

−∞ +∞

−∞−∞

+∞+∞

0

-1

un

0

Soit n ∈ N.

fn(un+1) = u5n+1 + nun+1 − 1

= u5n+1(n+ 1)un+1 − 1︸ ︷︷ ︸
fn+1(un+1)

−un+1

= −un+1 < 0

Donc un+1 < un.
Les suites (un) est décroissante minorée par 0 donc elle converge .

On pose ` = lim
n→+∞

un.

On sait que
∀n ∈ N, u5n + nun − 1 = 0

Or,

u5n −−−−−→
n→+∞

`5

nun −−−−−→
n→+∞

{
−∞ si ` < 0

+∞ si ` > 0

Si, ` < 0 alors u5n + nun − 1 −→ −∞ 6= 0.
Si, ` > 0 alors u5n + nun − 1 −→ +∞ 6= 0.
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Donc, ` = 0

Or,
∀n ∈ N, nun = 1− u5n −−−−−→

n→+∞
1

donc un ∼n→+∞
1

n

un =
1

n
+ on→+∞

(
1

n

)
Donc,

∀n ∈ N, nun = 1−
(
1

n
+ o

(
1

n

))
= 1−

1

n5
(1 + o(1))5

= 1−
1

n5
(1 + o(1))

= 1−
1

n5
+ o

(
1

n5

)

Donc,

un =
1

n
−

1

n6
+ o

(
1

n6

)

∀n ∈ N∗, nun = 1−
(
1

n
−

1

n6
+ o

(
1

n6

))5

= 1−
1

n5

(
1−

1

n5
+ o

(
1

n5

))5

= 1−
1

n5

(
1−

5

n5
+ o

(
1

n5

))
= 1−

1

n5
+

5

n10
+ o

(
1

n10

)

Donc,

un =
1

n
−

1

n6
+

5

n11
+ o

(
1

n11

)

Exercice 10
1. On sait que

∀ε > 0, ∃N ∈ N,∀n > N, `− ε 6
un+1

un
6 `+ ε

.1 Méthode 1

En particulier, avec ε =
1− `
2

> 0.
Il existe N ∈ N tel que

∀n > N,
un+1

un
6 `− ε =

1 + `

2
< 1
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∀n ∈ N, un+1 6

La suite (un)n>N est décroissante minorée par 0 donc converge.
On pose M = lim

n→+∞
un. Alors, un+1 −−−−−→

n→+∞
L

Si L 6= 0 alors
un+1

un
−−−−−→
n→+∞

L

L
= 1 6= ` : une contradiction

Donc L = 0

.2 Méthode 2

On pose ε =
1− `
2

> 0. Il existe N ∈ N tel que

∀n > N,
un+1

un
6 `+ ε =

1 + ε

2

Donc

∀n > N,

n∏
k=N

uk+1

uk
6

n∏
k=N

1 + `

2

donc

∀n > N,
un+1

un
6

(
1 + `

2

)n−N+1

et donc

∀n > N, un+1 6

(
1 + `

2

)n−N+1

un

1 + `

2
∈]0, 1[ donc

(
1 + `

2

)n−N+1

−−−−−→
n→+∞

0.

Par encadrement, un −−−−−→
n→+∞

0

2.

3. ∀n ∈ N, un = n,
n+ 1

n
−−−−−→
n→+∞

1 mais un −→ +∞.

∀n ∈ N, un =
1

n
,

1
n+1
1
n

=
n

n+ 1
−→ 1 mais un −→ 0

Exercice 11
1. Soit ε > 0 (quelconque fixé). On cherche N ∈ N∗ tel que

∀n > N,

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ui

∣∣∣∣∣ 6 ε

Soit ε′ =
ε

2
> 0 Il existe N ′ ∈ N∗ tel que

∀n > N ′, |un| 6 ε′

La suite

 1

n

N′−1∑
i=1

|ui|

 converge vers 0.

Il existe N ′′ ∈ N tel que

∀n > N ′′,
1

n

N′−1∑
i=1

|ui| 6
ε

2
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On pose N = max(N ′, N ′′) ∈ N

∀n > N,

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ui

∣∣∣∣∣ 6 1

n

n∑
i=1

|ui| =
1

n

(
N−1∑
i=1

|ui|+
n∑
i=1

|ui|
)

6
1

n

N′−1∑
i=1

|ui|+
n−N ′ + 1

n
ε′

6 ε′ +
1

n

N′−1∑
i=1

|ui|

6
ε

2
+
ε

2
= ε

2. On pose
∀n ∈ N, wn = un − ` −−−−−→

n→+∞
0

D’après la 1. ,
1

n

n∑
i=1

wi −−−−−→
n→+∞

0

Or,

∀n ∈ N∗,
1

n

n∑
i=1

wi =
1

n

n∑
i=1

(ui − `)

=
1

n

n∑
i=1

ui −
1

n

n∑
i=1

`

=
1

n

n∑
i=1

ui − `

Donc
1

n

n∑
i=1

ui = `+
1

n

n∑
i=1

wi −−−−−→
n→+∞

`

3. La réciproque est fausse : contre exemple

∀n ∈ N∗, un = (−1)n

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ui

∣∣∣∣∣ = 1

n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(−1)i
∣∣∣∣∣ 6 1

n
−−−−−→
n→+∞

0

donc
1

n

n∑
i=1

ui −−−−−→
n→+∞

0

Exercice 12

∀n ∈ N∗, ∀k ∈ N∗, 0 6 un 6
1

k
+
k

n

Soit ε > 0. Il existe k ∈ N∗ tel que
1

k
6
ε

2
(par exemple k =

⌊
2

ε

⌋
+ 1)

La suite
(
k

n

)
n∈N∗

tends vers 0. Il existe N ∈ N tel que

∀n > N,
k

n
6
ε

2
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Donc,
∀n > N, 0 6 un 6

ε

2
+
ε

2
= ε

Donc un −−−−−→
n→+∞

0

Exercice 3
a.

∀n ∈ N, un =

√
n

(
1 +

1

n

)
−
√
n

=
√
n

(
1−

1

2n
+ o

(
1

n

)
− 1

)
∼ −

1

2
√
n
−−−−−→
n→+∞

0

b. ∀n ∈ N∗
n− (−1)n = n

(
1−

(−1)n

n

)
∼ n

car
∣∣∣∣ (−1)nn

∣∣∣∣ = 1

n
−−−−−→
n→+∞

0

De même, n+ (−1)n ∼ n donc un ∼
n

n
= 1 −−−−−→

n→+∞
1

c. ∀n ∈ N∗

un = (2 + (−1)n)
1
n

= e
1
n

ln(2+(−1)n)

= e
1
n
+O(1) −−−−−→

n→+∞
1

car
1

n
O(1) −−−−−→

n→+∞
0

e. ∀k ∈ N,
kx− 1 < bkxc 6 kx

Donc ∀n ∈ N∗,
1

n2

n∑
k=1

(kx− 1) < un 6
1

n2

n∑
k=1

kx

Donc ∀n ∈ N∗,
1

n2

(
xn(n+ 1)

2
− n

)
︸ ︷︷ ︸

∼ x
2

6 un 6
x

n2
×
n(n+ 1)

2︸ ︷︷ ︸
∼ x

2

Donc, un −−−−−→
n→+∞

x

2
g. ∀n ∈ N∗

2n+1∑
k=1

1

n+ 1
6

2n+1∑
k=1

1
√
n2 + k

6
2n+1∑
k=1

1

n

donc, ∀n ∈ N∗,
2n+ 1

n+ 1︸ ︷︷ ︸
−−−−−→
n→+∞

2

6 un 6
2n+ 1

n︸ ︷︷ ︸
−−−−−→
n→+∞

2

7



donc un −−−−−→
n→+∞

2

l. ∀n ∈ N∗, un =
n!

nn

∀n > 2, 0 6 un =
1× 2× 3× . . .× n
n× n× n× . . .× n

=
1

n
×

2

n
× . . .×

n

n

=
1

n

n∏
k=2

k

n
6

1

n
−−−−−→
n→+∞

0

Exercice 6
5)

∀n ∈ N∗un = e
n ln

(
2

1
n +3

1
n +4

1
n

3

)

ln

(
2

1
n + 3

1
n + 4

1
n

3

)
= ln

(
1

3

(
3 +

1

n
(ln 2 + ln 3 + ln 4) + o

(
1

n

)))
= ln

(
1 +

1

3n
ln 24 + o

(
1

n

))
∼

ln 24

3n

Donc, ln

(
2

1
n + 3

1
n + 4

1
n

3

)
∼

ln 24

3
−→

ln 24

3

un −−−−−→
n→+∞

e
1
3
ln 24 =

3
√
24

6) ∀n ∈ N∗,

un = e
n2 ln

(
Arctan(n+1)
Arctan(n)

)

Arctan(n+ 1)

Arctan(n)
=

π
2
−Arctan

(
1

n+1

)
π
2
−Arctan

(
1
n

)
π

2
−Arctan

(
1

n

)
=
π

2
−

1

n
+ o

(
1

n

)
1

π
2
−Arctan

(
1
n

) =
2

π
×

1

1− 2
πn

+ o
(
1
n

)
=

2

π

(
1 +

2

πn
+ o

(
1

n2

)
+

4

π2n2

)

π

2
−Arctan

(
1

n+ 1

)
=
π

2
−

1

n+ 1
+ o

(
1

(n+ 1)2

)
=
π

2
−

1

n
+ o

(
1

n2

)
+

1

n2
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Arctan(n+ 1)

Arctan(n)
=

(
π

2
−

1

n
+ o

(
1

n2

)
+

1

n2

)
×
(
1 +

2

πn
+

4

π2n2
+ o

(
1

n2

))
= 1 +

2

πn
−

2

πn
+

4

π2n2
−

4

π2n2
+

2

πn2
+ o

(
1

n2

)
= 1 +

2

πn2
+ o

(
1

n2

)

ln

(
Arctan(n+ 1)

Arctan(n)

)
∼

2

πn2

n2 ln

(
Arctan(n+ 1)

Arctan(n)

)
∼

2

π

Donc, un −→ e
2
π

Exercice 7

∀n ∈ N, an − 1 < banc 6 an

Cas 1 : a > 1 Alors, an − 1 > 0 et donc,

(an − 1)
1
n < un 6 a

(an − 1)
1
n = e

1
n

ln(an−1)

= e
1
n

ln(an(1− 1
an ))

= ln(a) +
1

n
ln

(
1−

1

an

)
−−−−−→
n→+∞

eln a = a

Cas 2 : a = 1 ∀n ∈ N∗, un = 1 −−−−−→
n→+∞

1 = a

Cas 3 : 0 < a < 1 donc
∀n ∈ N∗, an ∈]0, 1[

donc
∀n ∈ N∗ banc = 0

donc un n’existe pas (car ∀n ∈ N∗, un = e
1
n

ln(banc) et ln(0) n’existe pas)

Exercice 3
On pose 

`1 = limu2n

`2 = limu2n+1

`3 = limu3n

(u6n)n∈N est une sous-suite de (u2n) et de (u3n) donc

9



u6n −−−−−→
n→+∞

`1

u6n −−−−−→
n→+∞

`3

Par unicité de la limite, `1 = `3.
(u6n+3)n∈N est une sous suite de (u2n+1) et de (u3n) donc `2 = `3

D’où `1 = `2, (un) converge.

Exercice 14
Méthode 1

Soit n ∈ N∗

un =
√
n2 + 3n+ 7−

√
n2 + an+ b

= n

√
1 +

3

n
+

7

n2
− n

√
1 +

a

n
+

b

n2

= n

(
1 +

1

2

(
3

n
+

7

n2

)
−

1

8
×

9

n2
+ o

(
1

n2

))
− n

(
1 +

1

2

(
a

n
+

b

n2

)
−

1

8
×
a2

n2
+ o

(
1

n2

))
=

3− a
2

+

(
7

2
−

9

8
−
b

2
+
a2

8

)
×

1

n
+ o

(
1

n

)
−−−−−→
n→+∞

3− a
2

Méthode 2

un =
(n2 + 3n+ 7)− (n2 + an+ b)
√
n2 + 3n+ 7 +

√
n2 + an+ b

∼


(3− a)n

2n
si a 6= 3 −→

3− a
2

7− b
2n

si a = 3 −→ 0 =
3− a
2

√
n2 + 3n+ 7 = n+ o(n) car

√
n2 + 3n+ 7

n
=

√
1 +

3

n
+

7

n2
−→ 1

pour la même raison,
√
n2 + an+ b = n+ o(n)

Donc,
√
n2 + 3n+ 7 +

√
n2 + an+ b = 2n+ o(n) ∼ 2n

Exercice 9
Hyper classique !
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1. f : x 7→
1

x

kk − 1 k + 1

∀k > 2,

∫ k+1

k

1

x
dx 6

1

k
6
∫ k

k−1

1

x
dx

Or,

ln(k + 1)− ln(k) 6
1

k
6 ln(k)− ln(k − 1)

donc

∀k > 2, ln

(
k − 1

k

)
6

1

k

et

∀k > 1,
1

k + 1
6 ln

(
k + 1

k

)
2. Soit n ∈ N∗

un+1 − un =

n+1∑
k=1

1

k
− ln(n+ 1)−

n∑
k=1

1

k
+ ln(n)

=
1

n+ 1
− ln

(
n+ 1

n

)
6 0

vn+1 − vn =

n+1∑
k=1

1

k
− ln(n+ 2) +

n∑
k=1

1

k
+ ln(n+ 1)

=
1

n+ 1
− ln

(
n+ 2

n+ 1

)

un − vn = − ln(n+ 1) + ln(n) = ln

(
n

n+ 1

)
−−−−−→
n→+∞

0

3. (un) converge, on note γ sa limite :

un = γ + o(1)

donc
n∑
k=1

1

k
− ln(n) = γ + o(1)

donc
n∑
k=1

1

k
= ln(n) + γ + o(1)

4. Sn ∼ ln(n) −−−−−→
n→+∞

+∞
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5.

2n∑
k=n

1

k
=

2n∑
k=1

1

k
−
n−1∑
k=1

1

k

= ln(2n) + γ + o(1)− ln(n− 1)− γ + o(1)

= ln

(
2n

n− 1
+ o(1)

)
−−−−−→
n→+∞

ln 2

Exercice 23
4. {

u0 ∈ R
∀n ∈ N, un+1 = u2n + 1

On pose

f : R −→ R

x 7−→ x2 + 1

et

g : R −→ R

x 7−→ x2 + 1− x

x

f

g(x)

−∞ 0 +∞

+∞+∞

11

+∞+∞

+

x

g

−∞ 1

2
+∞

3

4

3

4

[0,+∞[ est stable par f ,
u1 = f(u0) > 1

donc u1 ∈ [0,+∞[

12



y = x

u0 u1 u2 . . .

Donc, ∀n > 1, un ∈ [0,+∞[.
De plus,

∀n > 1, un+1 − un = g(un) > 0

Donc, (un) croissante donc elle a une limite finie ou +∞.

On suppose que un −−−−−→
n→+∞

` ∈ R.

Comme f est continue, f(`) = `. Alors, g(`) = 0 : une contradiction
8.

u0 ∈ [−2, 2]∀n ∈ N, un+1 =
√
2− un

Soit f : x 7→
√
2− x

x

f

g(x)

−2 1 2

22

00

1

1

+ 0 −

On pose g : x 7→ f(x)− x

13



x

g

−2 α 2

44

−2−2

α

0

g(α) = 0 ⇐⇒ α =
√
2− α

⇐⇒
{
α2 = 2− α
α > 0

⇐⇒ α = 1

On pose

∀n ∈ N,
{
vn = u2n

wn = u2n+1

∀n ∈ N,
{
vn+1 = u2n+2 = f(f(u2n)) = f ◦ f(vn)
wn+1 = u2n+3 = f ◦ f(wn)

x

f ◦ f

-2 1 2

00

√
2
√
2

On pose h : x 7→ f(f(x))− x =

√
2−
√
2− x− x

∀x ∈]− 2, 2[, h′(x) =
− −1

2
√
2−x

2
√

2−
√
2− x

− 1

=
1

4
√
2− x

√
2−
√
2− x

− 1

=
1− 4

√
4− 2x− (2− x)

√
2− x

4
√
2− x

√
2−
√
2− x

1− 4

√
4− 2x− (2− x)

√
2− x a le même signe que(

1− 4

√
4− 2x− (2− x)

√
2− x

)(
1 + 4

√
4− 2x− (2− x)

√
2− x

)
donc que 1− 16

(
4− 2x− (2− x)

√
2− x

)
.

On décide de passer par l’inégalité des accroissements finis.
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∀x ∈]− 2, 2[,
∣∣f ′(x)∣∣ = ∣∣∣∣− 1

2
√
2− x

∣∣∣∣ = 1

2
√
2− x

< 1

⇐⇒
√
2− x >

1

2

⇐⇒ 2− x >
1

4

⇐⇒ x <
7

4

— Si u0 <
7

4
alors,

∀n ∈ N, |un+1| < M |un − 1|
avec M = sup

x∈]−2,un[

∣∣f ′(x)∣∣ < 1

Donc, |un − 1| < Mn |u0 − 1| −−−−−→
n→+∞

0

— Si u0 >
7

4
alors u1 <

7

4
· · · (pas prouvé rigoureusement)

Exercice
u0 > 0

∀n ∈ N, un+1 =
1

2

(
un +

a

un

)
On pose

f : R+
∗ −→ R

x 7−→
1

2

(
x+

a

x

)
f est définie et dérivable sur R+

∗ et

∀x > 0, f ′(x) =
1

2

(
1−

a

x2

)

x

f

f(x) − x

0
√
a +∞

+∞

√
a
√
a

+∞+∞

+ 0 −

On pose

f : R −→ R

x 7−→ f(x)− x

∀x > 0, g′(x) = f ′(x)− 1 = −
1

2
−

a

2x2
< 0
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x

g

0
√
a +∞

+∞+∞

−∞−∞

0

∀x > 0, g(x) = −
x

2
+

a

2x

— Pour n ∈ N, P(n) : “un existe et un > 0”
— D’après l’énoncé, u0 existe et u0 > 0. Donc, P(0) est vraie.
— Soit n ∈ N, on suppose P(n) vraie.

un > 0 donc un appartient au domaine de définition de f donc un+1 existe. De
plus, un+1 = f(un) >

√
a > 0

Donc, P(n+ 1) est vraie
— Pour n ∈ N∗, Q(n) : “un >

√
a”

— u1 = f(u0) >
√
a

— Soit n ∈ N∗ tel que un >
√
a. Alors, un+1 = f(un) >

√
a

De plus,
∀n ∈ N∗, un >

√
a

donc,
∀n ∈ N∗, un+1 − un = g(un) 6 0

Donc, (un) est décroissante, minorée par
√
a donc (un) converge vers un point fixe de f (car

f est continue).
Or,
√
a est le seul point fixe de f . Donc,

un −−−−−→
n→+∞

√
a

Exercice 21
1. {limun}

2. ∀n ∈ N, un =

{
1 si n pair
n si n impair

(un) diverge car u2n+1 −−−−−→
n→+∞

+∞

1 est la valeur d’adhérence de (un) car u2n −−−−−→
n→+∞

1

Soit ` 6= 1 un autre valeur d’adhérence.
Soit ϕ : N→ N strictement croissante telle que uϕ(n) −−−−−→

n→+∞
`

Comme ` 6= 1, il existe ε > 0 tel que

1 6∈ [`− ε, `+ ε]

∃N ∈ N, ∀n > N,uϕ(n) ∈ [`− ε, `+ ε]

Donc
∀n > N,ϕ(n) impair

16



Donc,
∀n > N,uϕ(n) = ϕ(n) > n −−−−−→

n→+∞
+∞

Donc uϕ(n) −−−−−→
n→+∞

`

3. Soit u bornée divergente. D’après le théorème de Bolzano Weierstrass, u a au moins
une valeur d’adhérence `.
u diverge donc un 6−−−−−→

n→+∞
` donc

∃ε > 0,∀N ∈ N, ∃n > N, |un − `| > ε

Ainsi,

(N = 1) :∃n1 > 1, |un1 − `| > ε

(N = n1 + 1) :∃n2 > n1 + 1, |un2 − `| > ε

(N = n2 + 1) :∃n3 > n2 + 1, |un3 − `| > ε

On construit de cette façon (nk)k strictement croissante telle que

∀k, |unk − `| > ε

(unk ) est une sous suite de u donc bornée.

D’après le théorème de Bolzano Weierstrass, (unk )k a une sous suite
(
unϕ(k)

)
k
conver-

gente vers `′ (ϕ : N→ N strictement croissante).
Or, ∀k,

∣∣∣unϕ(k)
− `
∣∣∣ > ε

Donc, unϕ(k)
−−−−−→
k→+∞

`. Donc, `′ 6= `.

Or,
(
unϕ(k)

)
est une sous suite de (un) donc `′ est une valeur d’adhérence de u.

Exercice 19
1. Soit ε > 0. On sait qu’il existe N ∈ N tel que

∀n > N, |un − `| 6
ε

2

Soient p > N et q > N .

|up − uq | = |up − `+ `− uq |
6 |up − `|+ |uq − `|

6
ε

2
+
ε

2
= ε

2. Soit u une suite de Cauchy.
On sait qu’il existe N ∈ N tel que

∀p > N,∀q > N, |up − uq | 6 1

En particulier,
∀n > N, |un − uN+1| 6 1

donc
∀n > N, uN+1 − 1 6 un 6 1 + uN+1

donc (un)n>N est bornée. Il existe M1 ∈ R tel que

∀n > N, |un| 6M1
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La famille (un)n6N est finie. On pose

M2 = max
n∈J0,NK

|un|

On pose M = max(M1,M2).
∀n ∈ N, |un| 6M

Donc (un) est bornée.
3. Comme a est bornée, (bn) est bien définie.

(a) Soit n ∈ N. {
bn+1 = sup{ap | p > n+ 1}
bn = sup{ap | p > n}

∀p > n+ 1, ap 6 bn(car p > n)

Donc, bn majore {ap | p > n+ 1} donc bn+1 6 bn
La suite (bn) est décroissante.
Comme (an) est bornée, il existe m ∈ R tel que

∀n ∈ N,m 6 an

En particulier,
∀p > n, bn 6 ap > m

Ainsi, (bn) est minorée.
Donc, (bn) converge.

(b) Comme (bn) converge vers a, il existe donc N1 ∈ N tel que

∀n > N1, |bn − a| 6 ε

et donc
∀n > N1, bn 6 a+ ε

Comme (an) est de Cauchy, il existe N2 ∈ N tel que

∀p > N2, ∀n > N2, |ap − an| 6
ε

2

et donc
∀p > N1, ∀n > N2, ap 6 an +

ε

2

On pose N = max(N1, N2) + 1.
Comme N > N1, on a bn 6 a+ ε

De plus,
∀n > N,n > N2

et donc ∀n > N,∀p > N, ap 6 an +
ε

2

(c) On sait déjà que bN 6 a+ ε
Soit n > N
— bn = sup{ap | p > N} > an

— ∀p > N, ap 6 an +
ε

2

donc an +
ε

2
majore {ap | p > N}.

donc an +
ε

2
> bN

Enfin, (bn) est décroissante de limite a donc bN > a donc bN −
ε

2
> a−

ε

2
> a− ε.

En particulier
∀n > N, a− ε 6 an 6 a+ ε

Donc (an) converge vers a par définition de la limite
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