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Exercice 3

Soit f : Cx — R« un isomorphisme.
i? = —1 donc f(i%) = f(—1) donc f(i)? = f(—1)
(=1)?> =1 donc f ((=1)?) = f(1) = 1 donc f(—1)? =1 donc f(—1) = %1
Or, f(-1)=1 <= f(-1) = f(1) < —1 =1 : une contradiction
Donc, f(i)? = —1 une contradiction aussi
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Exercice 2

9

1. % = i
Va,b € G, (ab)? = abab
= aabb

— a2b2



V(a,b) € G?, abab = ab?

donc bab = ab?

donc ba = ab

Va,be G, (a,b) ' =b"ta t=a"1p!
Va,be Gab=(b""a" )= (b)) =ba
2. Soit a,b € G

=e-e=¢e
Donc, (a,b)? = a?b? donc G est abélien

Exercice 6

(1) = Z a prouver avec Z C (1) C Z
(2) = 27

Exercice 7
Soit f: (Q,+) — (Q«, X) un isomorphisme.

On pose
a=f"1(2)eQ
b:geQ

Domme a = 2b, on a 2 = f(a) = f(b+b) = f(b) x f(b) = f(b)?
Donc, f(b) = +v2. Or, f(b) € Q.. 4

Exercice 12

G N R} # @ minoré par 0 donc a existe



1. @ = min(G NRJ). On adapte I'exercice 5. Soit g € G

Onposeq:{gJ €EZetr=g—qa€eG
a

Or,qggdoncaqggdoncr20

a
g<q-i—1doncg<aq—|—adoncr<a
a

) re GNRY
Sir >0, alors * o
r < a < r:une contradiction 4

Donc r = 0 donc g = aq avec q € Z donc g € aZ
Donc, G C aZ
a € G doncaZ C G
Donc G = aZ
2. Soit g € GNR}. Comme a ¢ (GQR;"), g#a
Or, g > a donc g > a donc g ne minore pas G NR; donc il existe g1 € GNR] tel que

g1 <g
De cette fagon, on fabrique une suite (g, ) strictement décroissante minorée par a. Donc

(gn) converge. On pose £ = lim g,
n—-+oo

Donc gn+1—gn ————€—£=0
N—— e’/ L —> 100

(el
On vient de trouver une suite (gn4+1 — g")nE]N* de G qui converge vers 0. Donc a =0

Soit I =Ja,blet g€ Gtelque 0 < g<b—a
On pose n = {EJ On a donc
g9

a
n<—<n-+1
g

donc ng <a < g(n+1).
Or,
gln+1l)=ng+g<a+g<a+b—a<b

donc (n + 1) €a, NG

Exercice 19
Soit a € A\ {0}
fiA— A
T — ax

1€ Im(f)?

— Soient z,y € A
f@+y) =al@+ylaz +ay = f(z) + f(y)
donc f est un endomorphisme de (A, +)

— Soit z € A

z € Ker(f) < f(z) =0

<~ ar=0
< a=0oux=0
<~ =0

Ker(f) = {0} donc f est injective.
Comme A est fini, f est bijective donc Im = A > 1



Exercice 20

Analyse : Soit K = ({0,1,a,b},+, x) un corps a 4 éléments.

+ | 0 1 a b
0|0 1 a b
0 b
! ! b 0 a
b 1
alal, b
a
b b “ 1
X 0| 1] al|b
0|]0|O0|]O0]|O
1 0 1 a b
a |0 |al|b]|1
b 0O|b|1]a
a?=b#1
P=a#1
= —1¢{0,a,b}
= —1=1
—1+1=0

at+a=a(l+1)
=ax0
=10

Donc, K = {O7 1,a, ail} : le sous-corps engendré par a

—T

aF 0 1 a a
0 0 1 a a T
1 1 a T a
a a a T 1
a” T a” T a 1 0
x |0 1 a s

0 0 0 0 0

1 0 1 -1

a 0 a a ! 1

a T 0| a7t 1 a

Syntheése : 11 faut vérifier que
— + est associative
— X est associative
— la distributivité

Exercice 10

Z[i] = {a +ib | (a,b) € Z*}




— Z[ijccC

— Soient u,v € Z[i]. On pose u = a + @b et v = ¢ + id avec (a,b,c,d) € Z4.

u—+v=(a+c)+i(b+d) € Z[i]
—— =

(S4 E€Z

uv = (ac — bd) +i (ad + be) € Zi]
—_——  ——

E€Z EZ

—u = —a — b € ZJ[i]
0=0+ix0 e Z[i1

— Soit u € Z[i]*. On sait qu'il existe v € Z[i] tel que uv = 1.

Dong, [u)? |v|? = jw|? =12 =1
Comme u € Z[i], |u* = Re(u)? + Tm(u)? € N
De méme, |v|* € IN
Donc, |ul* = 1.
On pose u = a + ib, (a,b) € Z%. On a a® +b? =1
0<a®<1
donc 9
0<b <1
a® €{0,1}
b2 € {0,1}
a®+b*=1
Donc, u € {=£i,+1}

Donc,

Exercice 15

=1+ix0€Z[

—

{a2+b2|a

a2 +0% b
a€{0,1,—1}
be{0,1,—1}
a?+b2 =1



f : € — C morphisme d’anneaux
fr=1idr
Soit z € C. On pose z = a + ib, (a,b) € R?

f(z) = f(a+ib)
= f(a) + f(ib)
=a+ f(i)f(b)
=a+0bf(i)

i? = —1 donc f (i?) = f(~1) = —1 donc f(i)> = —1 donc f(i) € {i, —i}
Donc f € {idg, z — Z}
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