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Premiére partie

Groupes



I Groupes

Principe de symétrie (Pierre Curie)
La symétrie des causes se retrouvent dans les effets.

On fait tomber un caillou dans un plan d’eau ce qui crée une onde qui se propage.

— Symétries des "causes"
(conserver O en place)

— translation de vecteur 0
— rotations de centre O d’angle quelconque
— symétries d’axe passant par O

2%6)

— Symétries des "effets"
(conserver les ondes en place)

— translation de vecteur 0
— rotations de centre O d’angle quelconque
— symétries d’axe passant par O




I Groupes

— translation de vecteur 0

3
— 4 rotations de centre O d’angle 0, g, T, 771'
— 4 symétries axiales
— Causes
q — =
— translations de vecteur ©w € D
— rotations d’axe D ‘
¢
‘ —
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— Effet
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Définition: Soit G un ensemble, muni d’une loi de composition interne <.
On dit que (G, ¢) est un groupe si :

— ¢ est associative

— ¢ aunneutree € G

— VeeG,yeGroy=yox=e

ExeMPLE ((A connaitre)): 1. E un ensemble. S(E) Pensemble des bijections de E dans E.

(S(F),0) est un groupe appelé groupe symétrique de E.
Si, E = [1,n], alors noté S(E) est noté Sy (ou parfois &)

2. (Z,+) est un groupe mais (IN, +) n’est pas un groupe.

3. (Q,4+), (R,+), (C,+) sont des groupes

4. (R, x) n’est pas un groupe car 0 n’a pas d’inverse.
(Qx, %), (R, X), (Cx, x) sont des groupes.
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(Z«, x) n’est pas un groupe.

5. (#n(C),+) est un groupe
(A (C), X) n’est pas un groupe

Définition: On dit que (G, ¢) est un groupe commutatif ou abélien si c’est un groupe

et o est une loi commutative.

Définition: Soit (G, -) un groupe (d’élément neutre e) et H C G. On dit que H est

un sous groupe de G si
1. V(z,y) e H?,z -y € H
2. ee H
3. VeeHax 'eH

Proposition: Soit H un sous groupe de (G, -). Alors, (H, ) est un groupe.

Proposition: Soit (G, ) un groupe et H C G.

Y(z,y) e Hyx -y~ € H

H est un sous groupe de G <—-
——

Preuve: " =" e€ H donc H # @.
Soit (z,y) € H?.
yEHdoncyileH.
z€ Hdoncz- -y~ !eH.

||<:" H¢®'
Soit a € H, (a,a) € H*> donc a-a~' € H donc e € H.
Soit @ € H, (e,x) € H?> donc e-e~! € H donc 2z~ ! € H.
Soit (z,y) € H?. Comme y € H, y € y~* € H donc (z,y~ 1) € H?.
Donc, z - (y_l)_l € H.
Donc, z -y € H.

EXEMPLE:
27 est un sous groupe de (Z,+).
En effet,

— 2 € 2Z donc 2Z # &
=02
— Soit (z,y) € (2Z)?, {r 02

y =0 [2]

donc z —y =0 [2] donc z — y € 2Z

Proposition: Soit (G,-) un groupe et (H;);cr une famille non vide de sous groupes

de G. Alors, m H; est un sous groupe de G.
i€l
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Preuve:

Onsait queVi € [,e€ Hy et I # @

Dong, e € ﬂ H,; donc ﬂ H, #+#2
i€l ’L2€I

Soit (x,y) € ﬂ H;

iel
H.
vier, {T€M
y € H;
donc,
Viel,z -y~ e H;
donc
z-y le m H;
iel

Proposition: Soit (G, ) un groupe.
{e} et G sont des sous groupes de G

REMARQUE:
Une réunion de sous groupes n’est pas nécessairement un sous groupe.

(G7 ) = (Zv +)

220372 = A
2€Aet3€ Amais2+3=5¢ A.
Done, A n’est pas un sous groupe de Z

Proposition — Définition: Soit (G,-) un groupe et A C G. Alors,

N H
H sous groupe de G
ACH

est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous groupe de G qui contient A. On dit que
c’est le sous groupe engendré par A et on le note (A)

Preuve:
On pose ¥ = {H € Z(G) | H sous groupe contenant A}.
G € ¢ donc ¥ # @ donc m H est un sous groupe de G.

HeY
Soit a € A. Alors
VHeY,ac ACH

et donc a € ﬂ H.
He¥
Done, A C m H.

He9
Soit H un sous groupe de G qui contient A.
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Alors, H € 4 alors H D ﬂ H O
He9
EXEMPLE:
A =27U3%Z

(A) = Z (d’aprés le théoréme de Bézout).
On généralise (aZ U bZ) = (a ANb)Z

Définition: Soit (G, ) un groupe et A C G.
On dit que A est une partie génératrice de G ou que A engendre G si G = (A)

ExeMpPLE (Rubik’s cube):

EXEMPLE:
Soit (G, -) un groupe.

— (9) ={e}
(G) =G
— Soit a € G\ {e}.
(a) = ({a}) ={a" | n € Z}
— Soit a # b deux éléments de G \ {e}

({a,b}) ={x € G|3In € N,3(a1,a2,...,an) € {a,b}",

J(er,e2,...,en) €{-1,1}" ;o =af' xa3? x ... x a3}

REMARQUE (Notation):
Soit (G, ) un groupe et a € G.

Pour n € Ny, on pose a"” =a-a-...-a.
N——_——
n fois
On pose a® = ¢ et pour n € Z_,

a = (a_l)in

REMARQUE:
Si le groupe est noté additivement. On note na (n € Z,a € G) a la place de a™

Définition: On dit qu’un groupe (G, ) est monogene s’il existe a € G tel que
G = (a)

On dit alors que a est un générateur de G

EXEMPLE:
(Z,+) est engendré par 1.
(2Z,+) est engendré par 2

Définition: Un groupe monogéne fini est cyclique.

Proposition: Soit (G, -) un groupe monogeéne fini. Soit a un générateur de G. Il existe
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k € IN tel que
G= {e,a,az,...akfl}

Preuve:

G est fini donc il existe p < g tels que a? = a%. On a alors e = a9 P.

On pose alors, k = min{n € N, | a" = e}.

Soit © € G = (a). 1l existe n € Z tel que x = a™. On fait la division de n par k

n=kq+r
GEZ,0<r <k
z=a" =aFt" = (ak>q><aT:aT

On a prouvé

G C {e,a,.‘.,ek_l}

On sait déja que {e,a,...,akfl} C G. O

EXEMPLE:
(Z/nZ.,+) est un groupe cyclique :

Z./nZ = {0,1,2,...,n — 1}

Définition: Soit (G, -) un groupe et a € G.
Si (a) est fini, le cardinal de (a) est appelé ordre de a : c’est le plus petit entier strictement

positif n tel que a™ = e

EXEMPLE:

(S (Cx),o0) est un groupe
z — Zz est d’ordre de 2

z — —z est d’ordre de 2

1
z — — est d’ordre de 2
z

ExempLE: — G = (Uyg, X) ou

Us={z€C|z*=1}

- {17 iv 717 72}
v 1 % —1 —1
Yy
1 1 7 —1 —1
7 T —1 —1 1
—1 -1 —1 1 @
—1 —1 1 7 —1
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«0

— (G2 l'ensemble des rotations planes qui laissent globalement invariant un carré.

G2 = {id,pg,pmpa%}

a .

y ld P ‘ér P p37ﬂ.
id id | pz | pr | pox

2 2

pz Pz pr_ | Pz id

P Pr pP3x id px

2 2

p3x p3r id px P

2 2 2

Gs = (Z/2Z) x (Z)27)
(z1,22) + (y1,¥2) = (T1 +y1, 22 + y2)

(0,0) | (0,1) | (1,0) | (1,7)
O [ (00 [ (01 [ (1.9 [ (L)
(0,1) [ (0,1) [ (0,0) [ (1,1) [ (1,0)
(LO) | (L0 [(LD) | (3.0) | (0.3)
(1,1) | (1,1) | (1,0) | (0,1) | (0,0)

Définition: Soient (G1,-) et (G2,*) deux groupes et f : Gi — G2. On dit que f est
un (homo)morphisme de groupes si

V(z,y) € G1, f(z - y) = f(z) * f(y)

EXEMPLE:
exp : (R, +) — (R, x) est un morphisme de groupes

Proposition: Avec les notations précédentes,
— l’image directe d’un sous groupe de G est un sous groupe de Ga
— l’image réciproque d’un sous groupe de G2 est un sous groupe de G

Preuve: ~— Soit H; un sous groupe de Gy.
e1 € Hy donc f(e1) € f(H1) donc Hy # @ Soient = € f(H1) et y € f(Hz2).
x = f(u) avec u € Hy

On pose
P y = f(v) avec v € Hy
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wxy~t = fu) f(o)7!
=f(w)*f(v)
= f (o)

u € Hy
v € Hy
— Soit H2 un sous groupe de Ga.

donc u - v~ € Hy donc zx~ ' € f(Hy)
(z,y) € 7! (H2)?

z-y e fYH) = f(ac-y_l) € Ho
< f(x)*f(y™') € Ha
= f(@)* f(y)~' € Ha

o {f(as) € Hy

f(y) € Hz
Comme Hy est un sous groupe de Ga,

f@)* fy)~" € Ha

et donc,
z-y~'e fT (H2)
Lemme:

fler) =e2

Vu€ G, f (uh) = (f(w) 7!
Preuve:

fler) = f(ex-e1) = f(er) * f(e1)
On multiplie par f(e1)~! (possible car G2 est un groupe) et on trouve f(e1) = ea.
Soit u € G1.
f@)* flu™) = flu-u™) = fler) = eaf(u™") * flu) = fu™" -u) = fler) = ez

Donc, f (u_l) = (f(u))_1 O

Corollaire: Soit f: (G1,:) = (G2, *) un morphisme de groupes. Alors, Im(f) est un
sous groupe de Ga.

Ker(f) = {z € G1 | f(z) = e2} = f ' ({e2})

est un sous groupe de Gj. O

10
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Théoréme: Avec les notations précédentes,

f injective <= Ker(f) = {e1}

Preuwve: " == " On suppose f injective.

f(e1) = e2 donc e; € Ker(f)
donc {e1} C Ker(f)

Soit € Ker(f). On a alors f(z) = ez = f(e1)
Comme f injective, z = ej.
"<=" On suppose Ker(f) = {e1}
z € G
y € Gy

Soient . On suppose f(z) = f(y)

@) =fly) = F@)*fly)"" =e2
= f@)«f(y™") =e
= f(z'y_l) g a:~y_1€Ker(f):{el}
— x-y71261

——4 xT=yY

Donc, f est injective

ExeMPLE ((équation diophantienne)):

2+ 5y =1
(z,y) € Z°

On trouve une solution particuliere (Bézout) : (—1,1) = (20, yo0)

2c+ 5y =1 < 2z + 5y = 2z9 + 5yo
< 2(z—x0)+5(y—yo0)=0
<~ 2(z —z0) =5(yo — v)

(GauR)

f:7? —7
(z,y) — 2x + 5y

(ZZ, +) est un groupe avec + qui est I’addition composante par composante.

f est un morphisme de groupes.

flz,y) =1 = f(zo0,y0) <= f(=,y) — f(w0,90) =0
<~ f(z— =0,y —yo) =0
< (z — w0,y —yo) € Ker(f)

11
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Théoréme: Soit f : (G1,:) — (G2,*) un morphisme de groupes, y € G2 et (&)
I’équation
f@) =y
d’inconnue = € G.
Siy ¢ Im(f), alors (&) n’a pas de solution.
Sinon, soit zg € G1 tel que f(xzg) =y (xo est une solution particuliére de (&))

f(z) =y <= JheKer(f),z=20-h

Preuve:

f(@) =y <= f(z)= f(zo)
= flzo) "' f(z) = ez
= f(og")* f@) = e2
— f(x51~m):eg
— x5!z € Ker(f)
— FnheKer(f),zg  z=h
<« 3heKer(f),z=10-h

Proposition: Soient f: G; — G2 et g : G2 — G3 deux morphisme de groupes. Alors,
g o f est un morphisme de groupes.

Preuve:
Soient x € G et y € Ga.

go f(z-y)=g(f(x)* f(y) = g(f(x)) x g(f(¥))
=go f(z) x go f(y)

Définition: Soit G un groupe.
— Un endomorphisme de G est un morphisme de groupes de G dans G.
— Un isomorphisme de G dans H un morphisme de groupes f : G — H bijectif.

— Un automorphisme de G est un endomorphisme de G bijectif.

Proposition: Soit f: G — H un isomorphisme de groupes.
Alors, f~1: H — G est aussi un isomorphisme.

12
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Preuve:

Soit (z,y) € H. On pose {j:(“) =z,u€q

(w) =y,veCG

F(F (y™Y))=a -yt
— fw) f@)
=f(u-v7?)

Comme f injective,

Fley Y =uvt=51) (F )"

Corollaire: On note Aut(G) ’ensemble des automorphismes de G.
Aut(G) est un sous groupe de (S(G), o).

Définition: Soit (G, -) un groupe et g € G. L’application
cg:G— G
T — gavg71

est appelée conjugaison par g. On dit aussi que c’est un automorphisme intérieur.

Proposition: Avec les notations précédentes,

cg € Aut(G)

Preuve:
Soient x € G et y € G.

cglay) =g -ay-g"

cg(@) - cq(y) = gzg~'gyg ™"

= gryg~ " = cq(ay)

Donc, ¢4 est un morphisme de groupes.

De plus,
Vz € G,c -1 0¢q(z) = gt (gacgflg) =g

Donc, Cg—10Cg = idg.

De méme, cgoc, -1 = idg

g

Done, ¢4 bijective et (cg) ™t = Cg—1

Corollaire:
Vz € G,Yn € Z,cq(z™) = (cg(z))"

13
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Proposition: L’application
G — Aut(Q)

gr—>¢g

est un morphisme de groupes.

Preuve:
Soient (g, h) € G2.

Vo € G,cqo0cp(z) =g (hah™') gt
= (gh)z(gh) ™"
= cgh(.l’)

Donc, ¢g 0 cp, = cgp O
Proposition (Rappel):
Vg,h € G,(gh)~t =h7lg 7!
Preuve:
(gh) (hg™!) =e
(h'g7Y) (gh) =e
O

Proposition — Définition: Soient (G1, *) et (G2, *) deux groupes. On définit une loi
sur G1 X G en posant
(z1,22) - (y1,92) = (T1Y1, T2Y2)

Alors, G1 X Gg est un groupe pour cette loi appelée groupe produit.

Preuve: — Soient (z1,y1) € G12 et (z2,y2) € G2,
On sait que 1 *y1 € G1 et que x2 *x y3 € Ga.
Donc, (z1,22) - (y1,¥2) = (z132,y1y2) € G1 X G2

14




Deuxiéme partie

Anneaux
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II Anneaux

Définition: Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de deux lois de compositions
internes notées + et x vérifiant

1. (A, +) est un groupe commutatif (son neutre est noté 04)
2. (A, X) est un monoide

(a) X est associative

(b) X a un neutre 14 € A

3. distributivité a gauche et a droite :

ax(b+c)=(axb)+ (axc)

3
Y(a,b,c) € A ’{(b+c)xa—(b><a)+(cxa)

REMARQUE (Convention):

Soit (A, +, X) un anneau.

On convient que la multiplication est prioritaire sur 1’addition.
(axb)+(axc)=axbt+axc

et l'exponentiation est prioritaire sur la multiplication (n € IN)

axb*=ax(bxbx---Xxb)
—_——

n fois

# (a x b

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau. Alors, 04 est absorbant

Va € Ajax 04 =04 Xxa=04y

Preuve:
Soit a € A. On pose b=a x 04 € A.

b:aXOA:aX(0A+0A):a><OA+a><0A
=b+b(=2b)

Donc,
—b+b=-b+b+b
donc 04 = b
De méme, 04 X a =04. O
REMARQUE:
axb=04u
On peut imaginer < a # 04
b#04
ExempPLE: — (Z/4Z,+, X) est un anneau
2x2=0 car4=0 [4]
240 car 2 # 0 [4]

16
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— (A#2(C),+, X) est un anneau (non commutatif)
0 1 0 0
A_(o 0)3&(0 0)_0A
5 (0 0
#=(0 o)

Définition: On dit qu'un anneau (A, +, x) est intégre si

V(a,b)eAz,(aXb:OA — a=040ub=04)

ExempLE: — (Z,+, X) est intégre

— Vp premier, (Z/pZ,+, x) est intégre (car tout élément non nul de Z/pZ est inversible
donc simplifiable)

EXEMPLE:
Soit (A, 4, x) un anneau et (a,b) € A2.

(a+b)2 = (a+b) x (a+b)
=(a+b)xa+(a+b)xb
=a’4+bxa+axb+b?

Si a et b commutent, alors, a X b= b x a et donc (a + b)? = a? + b% + 2ab

(a+b)% = (a+b)x (a+0b) x (a+b)
=ad+a’xbt+axbxa+bxa®

+b2xat+bxaxb+taxb®+b

Si a et b commutent,
(a+b)% = a® 4+ 3a%b + 3ab® + b°

Proposition: Soient (A, +, X) un anneau, (a,b) € A% n e Z. Alors,

n(a X b) = (na) x b=a x (nb)

Preuve: — Evident sin =0

17



II Anneaux

— On suppose n > 0.

(nlaxb)=axb+---+axb
—_————

n fois

= (axb)
k=1
=ax i =a x (nb)
k=1

= (ia) X b= (na) X b

k=1

— On suppose n < 0. On pose n = —p avec p = IN,.

n(a x b) = (—p)(a x b) = — (p(a x b))
= —((pa) x b) = (—p)a x b= (na) x b
= —(a x (pb)) = a x (—pb) = a x (nb)

En effet,
V(a',b') € A%2(—a’) x b +a' x b = (—a' +a')xb =04 xb =04

donc — (a' X b/) = (7a/) x b

Théoréme (Formule du binéme de Newton): Soient (A, 4, x) un anneau, (a,b) € A2,
n € IN.
Si a et b commutent alors

n

(a+b)" = Z (Z)akb”_k

k=0

Preuve (par récurrence sur n):

O
Proposition: Soient (A, +, X) un anneau, (a,b) € A% et n € N,.
Si a et b commutent, alors
n—1
a® — b = (a o b) Z akbn—l—k
k=0
O

Proposition: On note A* I’ensemble des éléments inversibles d’un anneau (4, +, X).
(A%, x) est un groupe.

ExempLE: — ZX ={-1,1}

18
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— Mn(C)% = GLn(C)
— (z/4z)* = {1,3}

Définition: Soit (A, +, X) un anneau commutatif.

1. Soient (a,b) € A%. On dit que a divise b s'il existe k € A tel que b = a x k. On
dit aussi que a est un diviseur de b et que b est un multiple de a.

2. On dit que a et b sont associés s’il existe k € A* tel que ak = b (dans ce cas,
albetb]|a)

REMARQUE:

Le théoréme des deux carrés peut se démontrer en exploitant les propriétés arithmétiques de
Panneau (Z[i],+, x) ou Z[i] = {a+ib| a € Z,b € Z}.

Z[i)* ={1,—1,4,—i}

Théoréme des deux carrés :

1. Soit p un nombre premier.
J(a,b) e N2, p=0a? +b? <= p=1[4]

2. Soit n € Ny, n = H p(P)
pEZP

J(a,b) € N2, n=a? +b? <= Vp € P tel que ap) # 0,p=1 [4]

Définition: Soit (A, +, X) un anneau et B C A. On dit que B est un sous anneau de
A si

1. B est un sous groupe de (A, +)
2. Y(a,b) e B2,axb€eB
3. 14 €8

EXEMPLE:
Z|i] est un sous anneau de (C, +, X)

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau et B un sous anneau de A. Alors, (B, +, X)
est un anneau. O

ExEercice (Exercice & connaitre):
Soit (A, +, x) un anneau. Le centre de A est

Z(A)={z € A|VacAjaxz=1xXa}

Z(A) est un sous anneau de A.

Proposition: Soit (A, +, X) un anneau.
Si04 =14 alors A ={04}. On dit alors que A est ’anneau nul.

Preuve:
Soit a € A.
a=aXxXlg=ax04 =04

19



II

Anneaux

Soient (A, +, X) et (B,+, x) deux anneaux (les lois notés de la méme

Définition:
facon mais ne sont pas forcément les mémes!).
Soit f: A — B. On dit que f est un (homo)morphisme d’anneaux si

1. ¥(a,b) € A%, f(a + b) = f(a) + f(b)
2. Y(a,b) € A%, f(a x b) = f(a) x f(b)

3. f(la)=1p

Avec les notations précédentes, si a € A* alors f(a) € B* et dans ce

Proposition:
fla™ =7F(a)

cas,

Preuve:
On suppose a € A*.
f(a_l) x f(a) = f(a_1 X a) =
fla)x f@)=f(axa)=f1a)=1p

Donc, f(a) € BX et f(a)™' = f (a™)

Soient (A, +, x) et (B, +, x) deux anneaux et f : A — B un morphisme

Définition:
d’anneaux.
On dit que f est un
— isomorphisme d’anneaux si f est bijective
A=B
+ =+

— endomorphisme d’anneaux si
X = X
— automorphisme d’anneaux si f est a la fois un isomorphisme et un endomorphisme

d’anneaux

1. Soit a € Z et
72 —7

T — axr

EXEMPLE:

f endomorphisme d’anneaux <= a =1
2.
f: Mn(C) — Mn(C)
Ar— A2

f n’est pas un morphisme d’anneaux car
(A+ B)2 # A% + B?

3.
f:€C—C
Z—Z

est un automorphisme d’anneaux

20




II Anneaux

4.
[:7Z—1R
T
f est un morphisme d’anneaux mais ce n’est pas un endomorphisme.
5.

12— 7Z/nZ
k—k
f est un morphisme d’anneaux surjectif.

Proposition: La composée de deux morphismes d’anneaux est un morphisme d’an-
neaux. O

Proposition: La réciproque d’un isomorphisme d’anneaux est un isomorphisme d’an-
neaux. O

Proposition: L’ensemble des automorphismes d’anneaux de A est un sous groupe de
(S(A),0)- O

Proposition: L’image directe ou réciproque d’un sous anneau par un morphisme
d’anneaux est un sous anneaux.

Définition: Soi f: A — B un morphisme d’anneaux. Le noyau de f est

Ker(f) ={a€ Al f(a) = 05}

Proposition: Avec les notations précédents,

f injective <= Ker(f) = {04}

REMARQUE:
Ker(f) n’est pas un sous anneau en général (car 14 ¢ Ker(f) saufsi A ={04})

Définition: Soit (A, +, X) un anneau et a € A\ {04}.
On dit que a est un diviseur de zéro s’il existe b€ A\ {04} tel quea xb=bx a=04

Proposition: Les diviseurs de zéro ne sont pas inversibles. O

EXEMPLE:
A= #(C)
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II Anneaux

M = (8 é) est un diviseur de zéro

0 0
carMXMf(O O)
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Troisiéme partie

Corps
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111 Corps

ExempLe (Probléme): — avec A = Z/9Z, résoudre Z2 = 0
z [0|]1]2][3|4][5]|6[7]|8]9
2 |a| 1407702 [T]0
On a trouvé 3 solutions —6; 3;6.
— Z/8Z
z [0|1]|2][3|4][5]|6]|7
2 lz2 |0l 1T|4|1T|0|1|4]|1
x° =T a 4 solutions : 1; 7,3, et 5

— A=H={a+bi+cj+dk| (a,becd) € R}
2=k =1

=k jk=i ji=j
ji=—k kj=—i ik=—j

Dans cet anneau, —1 a 6 racines !

Définition: Soit (K, +, X ) un ensemble muni de deux lois de composition internes. On
dit que c’est un corps si

1. (K, x) est un groupe abélien

. (K, x) est un monoide commutatif
Ve € K\ {0k}, 3y € K,zy = 1k
Ok # 1k

OIS

ExemMpLE: — (C,+, X) est un corps
— (R, +, X) est un corps
— (Q,+, X) est un corps
— (Z,+, x) n’est pas un corps

Proposition: (Z/nZ,+, x) est un corps si et seulement si n est premier.

Preuve:

(Z/nZ)* = {E\k/\n: 1}

O
Proposition: Tout corps est un anneau intégre.
Preuve:
Soit (K, +, X) un corps. Soient (a,b) € K2 tel que a X b = 0.
On suppose a # Ok. Alors, a est inversible et donc
b=a'xaxb=a"!x0g =0k
O
EXEMPLE:
Soit (K, +, X) un corps.
Résoudre

1122:1]}(
z e K
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111 Corps

2 -1k =0k

z°=1g < x
< (J?—l]}()($+1[():0]}(
<— z—1g =0g ou x + 1k = Ok

< z=1goux=—1k

Il y a au plus 2 solutions.

Proposition: Soit (K, +, X) un corps et P un polyndme a coefficients dans K de degré
n. Alors, I’équation P(xz) = Ok a au plus n solutions dans K O

Corollaire ((Théoréme de Wilson)): voir exercice 16 du TD 12

Définition: Soit (K, +, X) un corps et L C K.
On dit que L est un sous corps de K si
1. L est un anneau de (K, +, X) non nul

2. Ve e L\ {0k}, z ' eL

en d’autres termes si
1. Y(z,y) e L>, e —y €L
2. V(z,y) e L’z xy tel

On dit aussi que K est une extension de L.

Proposition: Tout sous corps est un corps. O

Définition: Soient (K1, +, X) et (Kg,+, X) deux corps et f: K; — Ka.
On dit que f est un morphisme de corps si f est un morphisme d’anneaux.
i.e. si

Y(z,y) € K12, flz+y)=f(z)+ f(y)
Y(z,y) € K12, f(zxy)=f(z)x f(y)

Proposition: Tout morphisme de corps est injectif.

Preuve:
Soit f : K1 — K2 un morphisme de corps.

— Ker(f) est un sous groupe de (K1, +)
— Soit € Ker(f) et y € Ky

f(zxy) = f(z) x f(y) = Ok, X f(y) = Ok,

— Soit z € Ker(f) \ {0k, }
Alors, x est inversible.
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111 Corps

z € Ker(f

" ) donc z x 1 € Ker(f)
€Ky

donc 1, € Ker(f)

donc f(lk,) = Ok,

Or, f(1k,) = 1k, 7 Ok,
Donc, Ker(f) = {0k, } donc f est injective.

EXEMPLE:
cC —C .
_ est un morphisme de corps
z —Z
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v Actions de groupes

Définition: Soit (G, -) un groupe et X un ensemble non vide. Une action de G sur X
est une application

p:GxX —X
(g, ) — g
ce n'est pas la loi de G
qui vérifie
1. Vz € X,p(e,z) =e-z ==z
2. Ve e X,Vg,heG,g-(h-z)=(g-h) =
G — S(X)

Dans ce cas, X — X est un morphisme de groupes.
g — wlg)
g-x
Preuve:
VgeGxrrg-x) ! = O

28



Cinquiéme partie
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Bilan

Groupe ( Sous-groupe engendré )
On dit que (G, ¢) est un groupe si Le sous-groupe engendré par A, (A), est
— ¢ est associative; le plus petit sous groupe de G contenant
— ¢ aun neutre e € G; A.
o toutEel‘ernent T e S’il existe a € G tel que G = (a), on dit
y e ‘x Ca= 6 5= que G est monogeéne et a est un généra-
teur de G.
Sous-groupe Soit a € G. L'ordre de a est # (a) i.e.
n
On dit que H C G est un sous-groupe ~ “ ‘ <
de G si
— e€ H;
— Va,ye H, zoyeH; Morphisme de groupes
— Ve cH, z ' eH.
Y, Soit f: G1 — G2 ou (G1,-) et (G2, X)
sont des groupes. f est un morphisme
~ de groupes si
Si ¢ est commutative, on dit que (G, ©) Vz,y € G1, f(z-y) = f(z) X f(y).
est un groupe commutatif ou abélien. L’image directe d’un sous-groupe de G
J est un sous-groupe de Go. L’image réci-
proque d’un sous-groupe de G2 est un
~ sous-groupe de G1.
Pour monter que H est un sous-groupe Yu € G1; f (ufl) = f(u)fl.
de G, on montre N J
— H #o,;
— Vz,y € H, xoyileH.
7 [ f injective <= Ker f = {e1}. ]
~
L’intersection de sous-groupes est un
sous-groupe. Attention, 'union de sous-
groupes n’est pas forcément un sous-
groupe.
J
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