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Premiére partie

Définition d’une limite de fonctions



I Définition d’une limite de fonctions

Définition: Soit a € R = RU {+00, —c0} et V € Z(R).
1. Sia € R, on dit que V est un voisinage si

In>0,]Ja—mn,a+n[CV.

2. Si a = 400, on dit que V est un voisinage de a si
IM e R, |M,+oo[ C V.

3. Sia= —o0, on dit que V est un voisinage de a si
dm e R, ]—oco,m[C V.

On note 7, ’ensemble des voisinages de a.

L’utilisation des voisinages permet d’exprimer une limite finie ou infinie plus simplement, sans
disjonction de cas.

En utilisant cette nouvelle notation, on peut redéfinir la limite plus simplement.

Définition: Soit f une fonction définie sur D C R a valeurs réelles. Soit a € D =
{z e R|VV € ¥, VN D # &} (on “rajoute” chacune des bornes exclues des intervalles
composant D) :

rh
m
8 5}
W

D D 'R

On dit que f(x) tends vers ¢ si

YV € ¥, IW € ¥, Vz e WN D, f(z) € V.

Définition: Soit a € R.

Un voisinage & gauche de a est une partie de R qui contient un inveralle Ja — 7, a] avec
n > 0.

Un voisinage & droite de a est une partie de R qui contient un inveralle [a,a + 7| avec
n > 0.

Proposition: Si f admet une limite finie en a € I, alors cette limite vaut f(a).

REMARQUE:
De méme si a € 7 et si lim f(z) existe (resp. xlliinaf(ac)) alors f(a) = Jim f(x) (resp f(a) =
< < <



I Définition d’une limite de fonctions

Jim f(x) )

—a
=

Définition: Soit f définie sur D et a € D. On dit que f est continue en a si lim f(z)
Tr—ra

existe ou si lim f(z) = f(a).

Proposition: f est continue en a si et seulement si

lim f(z) = lim = f(a)

< >
|
Lemme: Soient a # b deux éléments de R
Alors AV € ¥, aW € %, VNW =g
|
Théoréme: Soit f définie sur Z et a € 7, £ € R
f(@) —— £ = Y(xp) € IV (zn —— s a — flzn,) —— e)
r—a n—-4oo n— 400
|
Proposition: Si f(z) - Let g(x) - Lo
alors
1. f(x) +g($) m 1+ 0o
2. f(z) x g(z) 2 Ly X Lo
{
3. Sifly £0, f@ &
g(z) z—a [y
|
Proposition: Si f(z) —— ¢1 et g(@) — {2 alors g(f(x)) —— €2
z—a z—Lq T—a
|

Corollaire: Une somme, un produit, une composée de fonctions continues sont conti-
nues. O

REMARQUE:



I Définition d’une limite de fonctions

Pour démontrer que f(z) n’a pas de limite quands z tend vers a. On cherche deux suites (z,)
et (yn) de limite a avec

f(xn) — 0

Flyn) — &2

0y # b

Théoréme (Limite monotone): Soit f une fonction croissante sur Ja,b[ avec a # b €
R.
1. Si f est majorée,
M € R,Vz €]a,b[, f(x) < M
alors lim f(z) = sup f(z) € R
x—b 2€]a,b[
<
2. Si f n’est pas majorée,
lim f(z) = 400
x—b
<
3. Si f est minorée,
Im € R,Vzx €la, b, f(z) <m
alors }gnaf(x) = ]iﬂr,lg[f eR
4. Si f n’est pas minorée, zhg}l f(x) = —o0
>

REMARQUE:

Avec les hypotheéses ci-dessus, pour tout = €]a, b],

f est croissante sur |a, z[, et majorée par f(x) donc tlim ft) eR
—x

<
f est croissante sur |z, b[ et minorée par f(z) donc tlim ft) eR
—x

lim £(t) < f(a) < Jim /() i

t—x
< >

\J

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires): Soit f une fonction continue sur
un intervalle I, a < b deux éléments de I.

vy € [f(a), FOIU[f(b), f(@)], Tz € [a,b], y = f(x)



Définition d’une limite de fonctions

Lemme: Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a < b deux éléments de I
tels que f(a) <0 < f(b). Alors,

3z € [a,b], f(x) =0

Corollaire: Soit f continue sur un intervalle I. Alors, f(I) est un intervalle.

f(b)

f(a)

\J

Corollaire: On peut généraliser le théoréme des valeurs intermédiaires au cas ou

a€R . .
{b R en remplagant f(a) par %1_3&1 f(z) et f(b) par zhinbf(x)
<

Théoréme (Théoréme de la bijection): Soit f continue, strictement monotone sur un
intervalle I. Alors, J = f(I) est un intervalle de méme nature (ouvert, semi-ouvert ou
fermé) et f établit une bijection de I sur J.



Définition d’une limite de fonctions

Théoréme: Soit f continue sur un segment [a,b]. Alors, f est bornée et atteint ses
bornes, i.e.
3(m, M) € R?, f([a,b]) = [m, M]

/\ On peut avoir m # f(a) et M # f(b)
A

y
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Continuité uniforme



II Continuité uniforme

REMARQUE:
f: R — R continue,

Vz € R,Ve > 0,30 > 0,Vy €]z —n,z + [, [f(z) — f(y)| <e

Ici, n dépend de € et de x

|

|

|

s s >
‘ (el T T T

Dans certaines situations, il serait préférable d’avoir

Ve >0,In>0,¥(z,y) €R? jz—y|<n = |f(z) — fy)| <e

Lemme: Soit f uniformément continue sur un intervalle I. Soient (zy)nenN, (Yn)nen

deux suites d’éléments dans I telles que xp, — yp ——— 0
n—-+oo

Alors, ngrfoo (f (zn) — f(yn)) =0 -

Théoréme (Théoréme de Heine): Soit f une function continue sur [a,b]. Alors, f est
uniformément continue sur [a, b].

f [~

n

|
|
|
|
|
°
T

n>0
e>0

{x —yl<n
If(@) = f(y)| <e

REMARQUE:

Définition: Soit f : I — R ou [ est un intervalle et k € R. On dit que f est k-lip-
schitzienne si

V(z,y) € I, |f(2) — F()| < ke —y|



II

Continuité uniforme

On dit que f est lipschitzienne s’il existe k € R tel que f soit k-lipschitzienne.

Proposition: Soit f une fonction lipschitzienne sur I. Alors, f est uniformément
continue sur I donc continue sur I.

Théoréme: Soit f: I — R dérivable sur I telle qu’il existe M € R vérifiant
Ve €L, |f' (z)| < M

Alors
V(a,b) € I?,|f(a) — f(b)] < M |a — b|

donc f est M-lipschitzienne.

Corollaire: Soit f de classe €' sur [a,b]. Alors f est lipschitzienne.
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Troisiéme partie

Fonctions a valeurs dans C
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11T Fonctions & valeurs dans C

JmA

1%

Définition:

V' est un voisinage de ¢ s’il existe r > 0 tel que V' DO D(¢,r)
ou D(l,r)={2€C||z—¢ <r}

Proposition: Soit f: I - Cetac I, {cC.

Re(f(2)) ——> Re(t)

felsat = {%(f(r)) L am)

REMARQUE (Rappel):
On dit que : I — C est bornée s’il existe M € R tel que

Ve eI, |f(x)| <M
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IV Annexe

Théoréme: Théoréme 2.11
f I — J bijective monotone avec I et J deux intervalles.
Alors, f~1 est continue (et f aussi)

Définition: Un homéomorphisme est une application bijective, continue dont la réci-
proque est continue.

REMARQUE:
Preuve du programme de colle
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