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Exercice 1
Pour ¢ € [0, 1], on note d(t) la distance en km parcourue en ¢ heure.
d:[0,1] — RT
d(0) =0
On suppose ¢ d(1) =4

d continue et croissante
On veut prouver qu’il existe ¢ te lque

d(t—&-%) —d(t) =2

1
On pose § : t +— d (t + 5) — d(t) continue.



1 1
— Sid (5> > 2, alors § (5) < 2 < §(0) donc il existe ¢ tel que 6(t) = 2

1 1
— Sid (5) < 2, alors (§> > 2 > 6(0) donc il existe ¢ tel que 6(¢) =2

1
Donc il exite ¢ tel que 6(t) =2 i.e. d (t + 5) =244d(t)

Exercice 2

n pose M : z — max(f(z), g(x))
On p {m;mein(f(LB),g(m))
On remarque que
i M(z) +m(z) = f(z) + g(z)
vz € R, {M(w) —m(z) = |f(z) — g(z)|

Donc

Ve € R, M(z) = 5 (f(2) +9(2) + |f(z) — g(2)])

N | =

et

(F(@) + 9(a) — |£(z) — g(m)\>)

1
(Vw e R,m(z) = 5

On a bien M continue

Exercice 3

continue sur |n,n + 1[

Vn € Z,z — |z| est constante sur [n,n + 1] donc . .
et continue a droite en n

Soit f:z— (z — |z])% + |z
Soit n € Z. f est continue sur |n,n + 1]
Donc f est continue sur R \ Z.

fn)=0>4+n=n
. _ 2 _
Jim f(z) = lim (z —n)" +n=n
> >
lim f(@) = lim (z—(n—1))’+(n—1)=1+n—1=n
< <

Donc f est continue en n donc f est continue sur R



Exercice 4

N\

On suppose, sans perte de généralité, f(a) < g(a).

Onpose€:M>O.

PN

\J

3
g(x) - g(a) donc il existe n1 > 0 tel que
x a

Ve €la —m,a+mlNl,|g(z) —gla)l < e
De méme, il existe 2 > 0 tel que
Vo €la —n2,a+n2[N1, | f(z) — fla)| < €

On suppose a € A (sinon J = {a} conviendrait. . .)

donc il existe nz > 0 tel que |Ja — n3,a + n3[C I.

On pose J =Ja —n1,a +m[N]a —n2,a +n2[N]a —n3,a + n3|.
J est un intervalle ouvert non vide (car a € J) inclus dans I.

_ 2f(a) +g(a)
B 3
f(a) +2g(a)

Vo € J, f(z) < fa) +¢

Donc,

Va € J, f(z) # g(x)

Exercice 5
On pose

g:[0,1] — R
z— f(z) —x

g est continue

9(0) = £(0) >0
9(1) =f(1) -1<0

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,

Ja € [0,1],g(a) =0 ie. f(a)=a



Exercice 6

Vz € R,|f(z) <2?|z—2| —— 0
z—0
z—2

Par encadrement,
fl@) —0 = f(0)

z—0

flx) —0 =7£(2)
r—2
Donc f est continue en 0 et en 2

— Soit a € R\ {0, 2}.

Q est dense dans R dnc il existe (zy) € QN telle que 7, —— a
n——+oo

R\ Q est dense dans R donc il existe (y,,) € (R\ Q¥ telle que y, —— a

n—-+oo

f(@n) = xn(@n —2) x0=0 ——0
Vn € N, 5 "—H‘;O
Fyn) = yn“(yn —2) x 1 ——— a“(a — 2)
n——+oo

Comme a ¢ {0,2},a%(a — 2) # 0 donc f n’est pas continue en a

Exercice 7

Cas1l Ve >a,f(x)=0
Alors,

Cas 2 Jxo > a, f(zo) > 0.

Onpose5:@>0

Il existe n > x¢ tel que
Ve >, f(z) <e
f est continue sur [a,n] donc elle a un maximum

max f = f(b) avec b € [a, 7]

[a,n]
D’ou,
e< f(zo) < f(b) siz>n
—
Vz > a, f(l') < car zg€[a,n)
f(b) siz<n

Exercice 8

«

Preuwve du “ <= 7 de la proposition 2.10 du cours

Soit y €]a, b[. f est croissante sur |a, y[ et majorée par f(y) donc

Jim f(z) = sup f < f(v)
< et



f est croissante sur |y, b[ minorée par f(b) donc

lim f(z) = ]ing[f > f(y)

Ty
> Y,

Supposons sup f < f(y).
la,y[

Soit ¢ €la, y[, f(t) < sup f < f(y)
la,y[

donc sup f € [f(¢), f(y)] C [f(a), £(b)] = f([a,b])
donc v

Ju €)a, b], sup f = f(u)
la,y

Donc f(u) < f(y)
Soit w €] f(u), f(y)[C [f(a), f(b)] = f([a,b]) donc w = f(r) avec r € [a,b].

f(r) > f(u) donc r > u
f(r) < f(y) donc r <y

donc r €]a, y[ donc f(u) < w = f(r) < f(u) 4

Exercice 9

1. Récurrence :

- (*) = f(a)

— 1 (a7) =1 (o)) =1 (o3) = 1@

2. Va > 0,627 —— 1
n——+oo

f est continue donc

£(o7) e 1O

f(a) mf(a)

Donc f(a) = (1)
£(0) = li_)rrb f(a) = f(1) car f est continue en 0

>
donc Va € R, f(a) = f(1), f est constant

Exercice 10

— Soit € Ey. f(z) = = donc = € Im(f)
— Soit z € Im(f),z = f(u).
Alors, f(x) = f(f(u)) = f(u) == donc x € Ef

Dou| E; = Im(f) = £([0, 1])




Comme f est continue, f([0,1]) est un segment non vide car f(1) € Im(f) = Ef
Soient a < b dans [0, 1]

g :[0,a] — [a,b] continue telle que g(a) = a

h: [b,1] — [a, b] continue telle que h(b) = b

On pose

f:00,1] — [0,1]

g(z) siz<a
TH—> T sia<z<b
h(z) siz>=b

Montrer que f est continue est fo f = f

Exercice 11
On suppose A # & et on pose

f:R—R
zr— inf{|z —a| | a € A}

Vz € R, (Va € A, |z —a| >0 donc f(x) existe)

Soient z,y € R.

Va € A, f(x) (lz—af) < |z —af=|z -y +y—aq|

= inf
acA

<z —yl+ |y —a

donc
Va € A, ly —al = f(z) — |z —
donc
f) = f(x) — |z -yl
donc

f(@) = f(y) < |z —y
On peut prouver de méme que
fy) — f@) <y —z[= |z -yl
D’ou,
—lz—y| < f(z) — f(y) < |z -y
donc

[f(z) = f@W)] < |z =yl

donc f est 1-lipschitzienne donc continue

Exercice 12



Vy € [0,1],¢(y) = lim f(z)

A /\

]

1. Soit y € [0,1]. Soit & > 0. Il existe 11 > 0 tel que

Y

€ €
Ve € [0, 1Ny = n,y +m\Myk —5 < —f(@) + o) < 5
2. Soit z € [0, 1] ﬂ]yf %,y+ 121 [ 1l exite 2 > 0 tel que
€ €
Ve € 0,110z 12,2 + m\{z} - £ < f(2) ~ 9() <

1
3. Soit z € [0,1]N]z — 1,z + n[\{y, 2z} ou n = 5 min(n1,n2).

Ix—y|<|w—3\+\z—y|<n+%<%1+%1:771

e(y) — ¢(2) = p(y) — f(2) f(x) — p(2) € [-¢,€]
]

€[-5.5] <l-53

(VL)

Exercice 13

Vo € R, p(z) = teSpr] (f(t) +zg(t))

Soit € R. ¢t — f(t) + xzg(¢t) est continue sur [a,b] donc ¢p(z) existe. ¢ est définie sur R. On
pose

= (9())

M = max (g(t))
t€(a,b]

Soit (z,y) € R2.

Vit € [a,b], p(x) >
>

Siz >y, g(t) = m donc (z —y)g(t) = m(z —y)
Siz <y, g(t) < M donc (z —y)g(t) < M(z —y)

Dans les deux cas, il exite p € R tel que

vt € [a,b], o(z) — p(z —y) = f(t) +yg(t)



donc

(@) —px—y) = e(y)
donc

p(x) — p(y) > plz —y)

En échangant les roles de z et y, il existe v € R tel que

w(y) — p(z) > v(y —z)
Donc
wz—y) <) —p(y) <viz—1y)

Par encadrement, p(z) — ¢(y) P 0

donc p(z) »(y)

T—Y

donc ¢ est continue en y
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