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Définition d’une limite de fonctions



I Définition d’une limite de fonctions

Définition: Soit a € R = RU {+00, —c0} et V € Z(R).
1. Sia € R, on dit que V est un voisinage si

In>0,]Ja—mn,a+n[CV.

2. Si a = 400, on dit que V est un voisinage de a si

IM € R, M, +oo[ C V.

3. Sia= —o0, on dit que V est un voisinage de a si

dm e R, ]—oco,m[C V.

On note 7, ’ensemble des voisinages de a.

L’utilisation des voisinages permet d’exprimer une limite finie ou infinie plus simplement, sans
disjonction de cas.

EXEMPLE: -
Soit u € RY de limite a € R.
— Sia€ R,
Ve >0,IN € N,Vn > N, |up —a| <e
ie. Ve >0, AINeN,Vn > N,a—ec<up <a+t+e
ie. VYV € ¥, AN € N, Vn > N, uy, € V.
— Sia= +oo,
VM eR,IN e N, Vn > N, up, > M
ie. VM €R,IN € N,Vn > N, un € [M,+o00]
ie.VV € ¥,,AN € N, Vn > N, u, € V.
— Sia=—o0,

Vm e R,IN € N, Vn > N, up, <m
ie.Vme€R,IN € N,Vn > N, u, €] — oo, m|
ie. VV € %,3dN e N,Vn > N, u, € V.

Méme si, dans chacun des cas, la définition de limite de la suite u est différente, en utilisant
les voisinages, la notation est identique :

VYV € ¥, INEN,V¥n> N, u, € V.

En utilisant cette nouvelle notation, on peut redéfinir la limite plus simplement.

Définition: Soit f une fonction définie sur D C R & valeurs réelles. Soit a € D =
{zx e R|VV € ¥, VN D # &} (on “rajoute” chacune des bornes exclues des intervalles
composant D) :

rh
m
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I Définition d’une limite de fonctions

On dit que f(z) tends vers ¢ si

YV € ¥, IW € ¥4, Ve € WN D, f(z) € V.

EXEMPLE:
Soit f: R — R telle que f(z) D— 1.
T——

YWen,IWev 1,V eW, f(z) eV

donc
Ve>0,In>0,Vee]—1—n, =1+, f(z) €[l —¢,1+¢
ie.

Ve>0,3n>0,Ve €R, (Jz—(-1)|<n = |f(z) — 1| <e).

Si f(x) ——— +o0,
T——00

VYV € Voo, IW € Voo,V €W, f(z) €V
i.e.
VM € R, 3m € R, Vz €] — oo, m], f(z) € [M,+oo[

i.e.
VM eR,ImeER,Vz eR, (z<m = f(z) > M).

Définition: Soit a € R.

Un voisinage a gauche de a est une partie de R qui contient un inveralle Ja — 7, a] avec
n > 0.

Un voisinage a droite de a est une partie de R qui contient un inveralle [a, a + 1| avec
n > 0.

Réponse : lim0 f(x) n’existe pas. Pour le prouver, on raisonne par ’absurde.
T—
t= (Vv
Ve,

Si /¢ existe, alors £ = f(0).
Or, 0 # lirnO f(x)
T—

\/




I Définition d’une limite de fonctions

Proposition: Si f admet une limite finie en a € I, alors cette limite vaut f(a).

Preuve:
Soit £ = lim et a € .
r—a

On sait que
YV € %, 3W € ¥, Ve e WN 2, f(x) € V.

Soit V € ¥;. Alors, f(a) € V.

{¢} sileR,
flae N Vv= { .
Ve, %) si £ = too0.
Donc ¢ € R et £ = f(a). O
REMARQUE:
De méme si a € 7 et si lim f(z) existe (resp. lim f(x)) alors f(a) = lim f(z) (resp f(a) =
< < <
Jim f(2) )
>

T é

EXEMPLE:

lim §(x) n’existe pas
z—0

lim §(z) et lim n’existent pas non plus.
z—0t z—0"

lim 6(x)

z—0

lim §(z) = 0, lim §(z) =0
z—0 z—0
< >

i {@ = 1@

T—a r—a

o 10— @

T—ra Tr—a

Définition: Soit f définie sur D et a € D. On dit que f est continue en a si lim f(x)
r—ra

existe ou si lim f(z) = f(a).

£
EXEMPLE: in(z)
sin(x .
Soit f : x> e o=l
1 six=0
. . sin(z)
lim f(z) = lim —— = 1= f(0)

x—0 xz—0 x

Donc f est continue en 0.




Définition d’une limite de fonctions

Proposition: f est continue en a si et seulement si

lim f(2) = lim = f(a)
< >

Preuve (unicité de la limite):
On suppose que f(z) — a, f(z) — b avec a # b.
r—ru rT—ru

Soient V' et W conne dans le lemme (suivant),

IV € ¥,z e W1N 2, f(z) eV
IWs € ¥,V € WanN 2, f(z) e W

Donc
Vee WinWan2 flz)eVnNW=9g
—_—

#& car WiNWa €Yy,

Lemme: Soient a # b deux éléments de R
Alors AV € ¥4, 3W € %, VN W =2

Preuve: Cas 1 (a,b) € R2. On suppose que a < b.
b—a

On pose € = s

2

V=la—c¢c;a+e¢|
W =]b—e;b+¢|

On vérifie que VNW =g
b

: (?): —— >
S~ —
v w
Cas2 aeRetb=+o0
V=la—1;a+1]
W =la + 2; +o0[
] [ ] -
] [ ] o
1
S—— S———
% W
Cas 3 a=—00, b=+
V =] — o0; 0]
W =]0; +oo[



Définition d’une limite de fonctions

Théoréme: Soit f définiesur Z et a € 2, L € R

N
f(@) ==t &= Y(zn) €9 (xnma = f(fn)mf)

Preuve: ¢ = ” On suppose que f(z) — £.
r—a
Soit (z,,) € Z™ telle que z, —— £

n—-+oo

Soit V € ¥;. Soit W € ¥, tel que
Ve e WN2, flz) eV

xrp, — a donc il existe NV € IN tel que
n—+oo

Vn > N,z, e WNZ
Donc
Vn > N, f(zn,) €V

Dou, f(xn) — £

n—-+oo

“ <= 7 On suppose que f(z) —F— £
r—a
IV € ¥, VW € ¥, e WN D, f(x) €V
Soit V' comme ci dessus. Soit Wy € ¥,.

Casl acPetVee WN2\{a}, f(z) €V.
On le prouve par la contraposée. On suppose f(x) —_}/——) leR

Donc,
Je > 0,Vn > 0,3z €la —n,a+ 1, |f(z) — ¢ > ¢

On considére un tel € donc
1 1
Vn € N, 3z, e}a— f,a—ﬁ-f[,\f(xn)—ﬂ > e
n n

Par encadrement, ©, —— a et f(xn) —F— £
n—-+oo n—-+oo
Cas 2 Soit 1 € W1 N 2 tel que f(z1) €V

€D donc z1 # a
ag D

Cas 3 Ixe Win2\{a}, f(x) gV
Soit 1 un tel élément :

1 €EW1Ng
1 #a
flz) gV

Dans les cas 2 et 3, on pose Wa € ¥ tel que

Wo C W \ {:pl}

En itérant ce procédé, on construit une suite (z,) qui tend vers a et telle que

et donc f(xpn) —F— £

n—-+oo



I Définition d’une limite de fonctions

Proposition: Si f(z) —— L et g(x) —— 42
r—ra Tr—a
alors

1. f(z)+ g(z) = 0y + Lo
2. f(z) x g(x) Do £y X Lo

3. Sitz0 1@ 0
g(x) z—a fo

Preuve: 1. Soit () une suite qui tends vers a alors f(z,) —— {1 et g(zn) ——
n——+oo n——+oo
2

Donc, f(zn) + g(zn) m £y + 4o

Donc f(z) + g(z) —— €1 + {2
n——+oo

O
Proposition: Si f(z) —— ¢1 et g(@) —— £ alors g(f(x)) —— £
Tr—a x—01 T—ra
Preuve:
Soit (xr) une suite qui tend vers a. Alors, f(zn,) —— ¢ donc g(f(zn)) — €2
n——+oo n——+oo
donc g(f(z)) —— £2 O
r—ra

Corollaire: Une somme, un produit, une composée de fonctions continues sont conti-
nues. O

REMARQUE:
Pour démontrer que f(z) n’a pas de limite quands z tend vers a. On cherche deux suites (z,)
et (yn) de limite a avec

f(xn) — 51

f(yn) — L2

£ # Lo
EXEMPLE:

Vn € N,sin(2rn) =0 ——— 0
n—-+4oo
sin<z+27rn> =1—1
2 n——+oo

Or,

2mn ———— 400
n——+oo

T + 2mn — 40
2 n—4oo

Donc, sin n’a pas de limite en 400



I Définition d’une limite de fonctions

Théoréme (Limite monotone): Soit f une fonction croissante sur |a, b[ avec a # b €
R.

1. Si f est majorée,
IM € R,Vz €]a, b|, f(z) < M

alors lim f(z) = sup f(z) €R
z—b z€la,b|
<
2. Si f n’est pas majorée,
lim f(z) = +o0
r—b
<

3. Si f est minorée,
Im € R,V €]a, b, f(z) <m

alors lim fz) = ]iar’lg[f eR

>
4. Si f n’est pas minorée, lim f(z) = —o0
>
Preuve: 1. sup f existe
la,b[

Ve > 0,3z €la, b, f(z) > sup(f) —e
Ja,b
donc

Ve > 0,3z €la,b],Vy € [z,b], sup(f) —e < f(y) < sup(f) < sup(f) +¢
Ja,b[ ]a,b] Ja,b]

donc f(x) —— sup(f)
xzb Ja,b[

2. f n’est pas majorée
VM € R,3x €]a,b|, f(z) > M

donc
VM € R, 3z €la,b],Vy € [z,b], f(y) € [M,+o0[

REMARQUE:

Avec les hypothéses ci-dessus, pour tout z €]a, b|,

f est croissante sur |a, z[, et majorée par f(z) donc tlim ft) eR
—x

<
f est croissante sur |z, b[ et minorée par f(z) donc tlim f) eR
—x

Jim (t) < £(x) < Jim £ i
~<>z 21



Définition d’une limite de fonctions

\J

Théoréme (Théoréme des valeurs intermédiaires): Soit f une fonction continue sur
un intervalle I, a < b deux éléments de I.

vy € [f(a), O]V [(b), f(a)], 3z € [a,8], y = f(=)

Lemme: Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a < b deux éléments de [
tels que f(a) <0< f(b). Alors,

3z € [a,b], f(x) =0

Preuve (du lemme):

On pose A = {x € [a,b] | f(x) <0}

A # @ car a € A et A est majorée par b.

On pose u = sup(A). Soit (x,) € AN qui converge vers w.
a<an <Db

f(zn) <0

On sait que zn, — uw et f(xn) —> f(u) par continuité de f.

Su<b
Donc, {a “ (donc u = max(A))

Vn € N, z, € A donc Vn € IN,

fw) <0

De plus,
Va €lu,bl, f(z) > 0

10



I Définition d’une limite de fonctions

donc

lim f(z) = f(u)

T—ru

lim f(z) >0

T—u
>
Donc, f(u) > 0 donc f(u) =0
O
Preuve (du théoréme):
On pose g : @ — f(z) —y. g est continue sur I.
<
Si f(a) < f(b) alors {gEZ));(?
D’apreés le lemme, il existe z € [a, b] tel que g(x) = 0 et donc f(z) =y
Si f(a) < f(b) alors h(a) <0 o h:z— —g(x) =y — f(x) est continue
Si h(b) > 0 ; g(x) =y
D’apreés le lemme, il existe = € [a, b] tel que h(z) = 0 et donc f(z) =y O

Corollaire: Soit f continue sur un intervalle I. Alors, f(I) est un intervalle.

f(a)

\J

Preuve:
Montrons que f(I) est convexe
Soit a € f(I),B € f(I) avec a < 3. Montrons que

vy € [, 8], f(7) € f(I)

. a€ f(I) Jael,a= f(a)
“|Befd) Bel,p=f0)
D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe = € [a, b] tel que v = f(z) donc,

f() € F(D)

Corollaire: On peut généraliser le théoréme des valeurs intermédiaires au cas ou

11



Définition d’une limite de fonctions

R
acn en remplagant f(a) par lim f(z) et f(b) par lim f(z)
beR e = b

Théoréme (Théoréme de la bijection): Soit f continue, strictement monotone sur un
intervalle I. Alors, J = f(I) est un intervalle de méme nature (ouvert, semi-ouvert ou
fermé) et f établit une bijection de I sur J.

Preuve:
D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, J est un intervalle. f est strictement
monotone donc f injective. Donc f établit une bijection de I sur J.

Cas 1 I = [a,b] et f croissante
Veel,a<z<b
donc Vz € I, f(a) < f(z) < f(b)
done J C [f(a), f(b)]
Or, [f(a), f(b)] C J d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires

Donc J = [f(a), f(b)]

Les autres cas se démontrent de la méme fagon. O

Théoréme: Soit f continue sur un segment [a,b]. Alors, f est bornée et atteint ses

bornes, i.e.
3(m, M) € R?, f([a,b]) = [m, M]

/\ On peut avoir m # f(a) et M # f(b)
A

y

Preuve:
On suppose que f n’est pas majorée :

VM € R,3x € [a,b], f(x) > M

En particulier,
Vn € N, 3zy, € [a,b], f(zn) 2 n

Donc, f(zn) —— 40

n—-+oo
La suite (zn)nen est minorée apr a et majorée par b donc bornée.

12



Définition d’une limite de fonctions

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe ¢ : IN — IN strictement croissante

telle que (z,(n))en converge. On pose £ = nkToo Ty (n)- On a bien £ € [a,b] et f(£) =

lim f (zw(n)) par continuité de f.

n——+o0
Or, (f (an)))nem est une sous-suite de (f(zn)) donc f (w(p(n)) T 400 : une

contradiction
Donc f est majorée et on pose

M= sup f(z)
a<z<b

On prouve de méme que f est minorée. On pose donc

m = inf f(x)

a<z<b

Soit (yn) € [a,b] telle que f(yn) — M.

n——+oo
(yn) est bornée donc il existe une sous-suite (yw(n)) de (yn) convergente. On pose
y=_lm yym) € [a, b]
Comme f continue sur vy,

FW) = lLm [ (ypm))

n—-+oo

Or, (f (y¢(n))) est une sous-suite de (f(yn)) donc

M= lim f(yy(n))

n—-+oo

Par unicité de la limite, M = f(y)
Donc, M = Igaicbf(x). De méme, m € f([a,b])
a<z<

Enfin, en posant {ﬂ]\j:]{((j)) ZZEE Z E {Z: Ilj , on obtient
fm, M) = [£(2), £@)] C_ £ b)) C fom, M]

théoréme des valeurs intermédiaires m minimum

M maximum

donc f([a,b]) = [m, M] O

13



Deuxiéme partie

Continuité uniforme
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II Continuité uniforme

REMARQUE:
f: R — R continue,

Vz € R,Ve > 0,30 > 0,Vy €]z —n,z + [, [f(z) — f(y)| <e

Ici, n dépend de € et de x

|
|
|
s s
‘ (el T T T

Dans certaines situations, il serait préférable d’avoir

Ve >0,In>0,¥(z,y) €R? jz—y|<n = |f(z) — fy)| <e

Lemme: Soit f uniformément continue sur un intervalle I. Soient (zy)nenN, (Yn)nen

deux suites d’éléments dans I telles que xp, — yp ——— 0
n—-+oo

Alors, ngl}rloo (f (zn) — f(yn)) =0 -

EXEMPLE:

f:RT —R

T—>

Ty =N 1
On pose Vn € Ny, 1 .OnabienVn € Ny, 2y, — yn = —
yn:n-i,-— n mn—-+4oo
n
1
Vne]N*,an—yHQZnQ—nQ———2—>—27$O

n? n——+oo

Donc, f n’est pas uniformément continue.

15



II Continuité uniforme

Théoréme (Théoréeme de Heine): Soit f une function continue sur [a,b]. Alors, f est
uniformément continue sur [a, b].

Preuve:
On suppose f continue sur [a,b] mais pas uniformément continue.

3¢ > 0,%7 > 0,3(2,y) € [a,b]2 avee |z —y| <n et |f(2) = f(y)] > <
Soit € > 0 comme ci-dessus. Alors,

1
Vn € N, 3(zn, yn) € [a,b]? avec |z, — yn < o et |f(zn) — flyn)| > €

(zn) est bornée donc il existe une sous-suite (:c(p(n)) de (xzn) convergente. On note £ =

liril T(n) € [a,b] (y(P(n)) est bornée, (y(p(n)) a une sous-suite (yw(w(n))) convergente.
n— oo

On pose ¢ = HETOO VH@))e (mww(n)))nem est une autre sous-suite de (azg,(n)) donc
To(n) 75ree b
De plus,

1

vn € N, |z -y {————
et ~Yewon| < ST

On a vu que

vn € N, o(4(n)) > n
car o o1 est strictement croissante & valeurs dans IN.
Done, zy(y(n)) = Ye(w(n) 570" &

On en déduit que £ — ¢ = 0. De plus

Vn € I [f (2o(p(n)) = F (@owmn)| > €
En passant a la limite,
0=1f() - f(O)] > >0

car f continue en /
On a obtenu une contradiction. ¢ O

A /
CRS =

n

| I

| |

| |

| |

| |

It >
B i

n>0
e>0

lz —yl <n
If(z) = f(y)| <e

REMARQUE:

Définition: Soit f: I — R ou I est un intervalle et £ € R. On dit que f est k-lip-
schitzienne si

V(z,y) € I2,|f(2) — f()| < klz —y|
On dit que f est lipschitzienne s’il existe k € R tel que f soit k-lipschitzienne.

16




II Continuité uniforme

Proposition: Soit f une fonction lipschitzienne sur I. Alors, f est uniformément

continue sur I donc continue sur I.

Preuve:

Soit k£ € R tel que
V(z,y) € I%,|f(z) — f(y)| < k |z —y|

Soit € > 0.
Si k = 0 alors f est constante donc uniformément continue.

On suppose k # 0. Soit € > 0. On pose n = % >0 car k> 0.

ne dépend pas de =

Soit (z,y) € I2. On suppose |z — y < n|. Alors,
If(@) - f) <klz—yl <kn=e

EXEMPLE:
z > |x| est 1-lipschitzienne sur R.

V(z,y) € R, ||z| — ly|| < & —y|

(inégalité triangulaire)

Théoréme: Soit f: I — R dérivable sur I telle qu’il existe M € R vérifiant

v el,|f (x)| <M

Alors
V(a,b) € I?,|f(a) — f(b)] < M |a — b|

donc f est M-lipschitzienne.

Corollaire: Soit f de classe €' sur [a,b]. Alors f est lipschitzienne.

Preuve:
/ . z
f" est continue sur un segment donc bornée.

EXEMPLE:
f:RT — RT
T —\/x
vz > 0,|f (z)| = b — +o0
’ 2/ z—0+
Par contre,

Vo > 1, |f (z)] < %

1
Donc f est —-lipschitzienne sur [1, +00[ donc uniformément continue sur [1, +ool.

f est continue sur [0, 1] donc uniformément continue sur [0, 1] (théoréme de Heine).

17



II Continuité uniforme

Soit & > 0. Soient 11,72 € R} tels que

€

Y@ y) €0, 1% e —yl<m = [Va- Vil <3
€

¥(z,y) € [L,+00% |z —yl <me = Vo - vy <3

On pose n = min(n1,n2). Soient (z,y) € (IR+)2. On suppose |z —y| <7

r<1

y<1

Alors, |z —y| <n < m donc |\f7\/§<82| <e

Cas 2 {

Alors, |z —y| <n <12 donc‘ﬁfﬁgggs‘

Cas 1

A\AR\V

1
1

< 8

Cas3 z<1<y

Ve - Vil = [V - vi+ Vi- v
<|va-vi|+|vi-vi|

|z — 1] < [z —y[ <n<m donc ‘f—ﬁ‘é

N[O N O

ly — 1] < |z —y| <n < m2 donc (\/ﬂfﬁ(é

Donc{f—\/gﬂgg—i- 5

E_
5=

18



Troisiéme partie

Fonctions a valeurs dans C
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11T Fonctions & valeurs dans C

JmA

1%

Définition:

V' est un voisinage de ¢ s’il existe r > 0 tel que V' DO D(¢,r)
ou D(l,r)={2€C||z—¢ <r}

Proposition: Soit f: I - Cetac I, {cC.

Re(f(2)) ——> Re(t)

felsat = {%(f(r)) L am)

REMARQUE (Rappel):
On dit que : I — C est bornée s’il existe M € R tel que

Ve eI, |f(x)| <M

20




Quatriéme partie

Annexe
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IV Annexe

Théoréme: Théoréme 2.11
f I — J bijective monotone avec I et J deux intervalles.

Alors, f~1 est continue (et f aussi)

Preuve:

f monotone donc f(I) =J

donc f continue (d’aprés 2.10).

F~! monotone, fﬁl(J) =1

donc f~! est continue O

Définition: Un homéomorphisme est une application bijective, continue dont la réci-
proque est continue.

REMARQUE:
Preuve du programme de colle

Preuve:
377 > O’Vh‘ 6] _777+77[7f(a) > f(d+h)
A
Y
F(a) = lim fla+ h}z — fla) _ Jim fla+ h})L — f(a) o

>
h—0 h

<

Donc, f(a) =0

22
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