CHAPITRE 15

Hugo SarLou MP2I

Derniére mise a jour le 14 juin 2022



TABLE DES MATIERES

I Définition et premieres propriétés)

[II'  Sous-espaces vectoriels|

(LIl Familles de vecteurs|



Premiére partie

Définition et premiéres propriétés



Définition et premiéres propriétés

Définition: Soit E un ensemble muni d’une loi interne + et d’une loi - définie sur
K x E a valeurs dans E ou K est un corps.
On dit que (F,+, ) est un K-espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur IK) si

1. (E,+) est un groupe abélien
2. (a)
Vu € E,Y(\, u) € K2,
c(Au) = X A) -
pe(Au) = (p ) u

X de K

(b) Vu e E;1g -u=u

Vu € B, Y\, u) € K2

A- cw) = (A :
Aw) 4+ (p-u) = 4 p)-u
+ de E + de K

VA € K, V(u,v) € E?,
Ar(u+v)=A-u)+ (M)

Les éléments de E sont alors appelés vecteurs et les éléments de K sont dits scalaires.
Par convention, - est prioritaire sur +.

Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel.

1. Vue E,0g -u=0g
2. VAEK, A0 =0g
3. VAeKVue EEX-u=0 = A=0gouu=0g

Proposition: Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et u € E. Alors, —u = (—1k) - u
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11 Sous-espaces vectoriels

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit F' C E.
On dit que F est un sous-IK-espace vectoriel de E si

1. F#02
2. Y(u,v) € F2u+veF
3. VAeKVueFAueF

Proposition: Avec les notations précédentes, (F, +,-) est un K-espace vectoriel

Proposition: Soit (E, +, -) un K-espace vectoriel et F C E.
F est un sous-espace vectoriel de (E, +, ) si et seulement si

1. F£2
2. V(O p) € K2, V(u,v) € F2 N - u+p-veEF

Définition: Soient (E, +, ) un KK-espace vectoriel et (u1,...,un) € E™. Une combinai-
n

son linéaire de (u1, ..., un) est un vecteur de E de la forme Z Aitg ot (A1, ..., Ap) € K"

=il

REMARQUE:
On peut aussi démontrer que F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

F+#JetVu,ve FFEYANEK Au+v€EF

Proposition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et .# une famille non vide de sous-
espaces vectoriels de E. Alors m F est un sous-espace vectoriel de E.
FeZz

REMARQUE (Attention A\ ):
Une réunion de sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel en général.

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On définit leur somme
F + G par
F+G={z+yl|lzecFyecG}

Proposition: Avec les notations précédentes, F' 4+ G est le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant F'U G.




11 Sous-espaces vectoriels

Définition: Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et (F;);; une famille quelconque non
vide de sous-espaces vectoriels de E. On définit Z F; par
i€l

ZFi = sz | (z3);er € H F;; (z;) presque nulle

el i€l i€l

= Zz”(mb)EHFl,{zel\:cz;éOE} est fini

i€l i€l

Z F; est ’ensemble de sommes finies obtenues & partir d’éléments de H F;
iel

iel

Proposition: Une somme quelconque de sous-espaces vectoriels est le plus petit sous-
espace vectoriel contenant leur réunion. O

Définition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit qu’ils sont en
somme directe si

Vu€e F+G,3Nz,y) e FxGu=z+y
Dans ce cas, ’espace F' 4+ G est noté F & G

Proposition: Soient (E, +,-) un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vecto-
riels de E

F et G sont en somme directe si et seuelement si F NG = {0g}

REMARQUE:

Ce résultat est inutile pour I'instant (en I’absence d’arguments dimensionnels) pour prouver
un resultat de la forme E = F @& G

Définition: Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. On dit que F et G sont supplémen-
taires dans E si

E=FeaG
en d’autres termes,

Ve € E,A(y,z) e FXGz=y+z2




11 Sous-espaces vectoriels

Définition: Soit (Fj);c; une famille non vide de sous-espaces vectoriels de (E, +, ).
On dit qu’ils sont en somme directe si

Vx € Z F;,3(z:)ier € H F; presque nulle telle que xz = sz
i€l i€l el

Dans ce cas, on écrit @ F; a la place de Z F;
i€l i€l




Troisiéme partie
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II1 Familles de vecteurs

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et A € Z(E). Le sous-espace vectoriel
engendré par A est le plus petit sous espace vectoriel V de E tel que A C V.
On le note Vect(A)

Définition: Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et u € E\{Og}. La droite (vectorielle)
engendrée par u est IKu = Vect(u) = Vect ({u}). Soit v € E. On dit que u et v sont
colinéaires si v € IKu. Si v n’est pas colinéaire a u alors, Vect(u, v) = Ku+Kv est appelé
plan (vectoriel) engendré par u et v.

Proposition: Soit (e;);c; un famille non vide de vecteurs d’un K-espace vectoriel
(B, +, ). Alors,

Vect ((e1)ier) = Z)‘iei | (Mi)icr € KT et (\;) presque nulle
iel

= Z]Kei

i€l

Définition: On dit que (e;);cr est une famille génératrice de E si

E = Vect ((e:)icr)

Proposition: Soit (e;);es; une famille génératrice de E et (uj);cs une surfamille de
(ei)ier constituée de vecteurs de E :

ViEI,EIjEJ,ei:uJ-

Alors, (uj);cs engendre E. O

Proposition: Soit (e;);cr une famille génératrice de E et ig €

(ei)ier\{io} engendre E <= e;, € Vect ((ei)iel\{io})

<= e;, est une combinaison linéaire des e; (i € I,i # i)

Proposition: Soit (¢;);c7 une famille génératrice de E, ig € I.



II1 Familles de vecteurs

€; si i # ig

. ou A € K\ {O]K}
Aej,  sinon

1. On pose u; = {

Alors, (u;);es engendre E
2. Soit v € Vect ((ei)ie]\ {20})
e si i # 4o

. oit A € K\ {0k}
€i, +v  sinon

On pose u; =

Alors, (u;);cr engendre E

Définition: Soit (e;);ecr une famille de vecteurs. On dit que (e;);er est libre si au-
cun vecteur de cette famille n’est une combinaison linéaire des autres vecteurs de cette
famille :

Vi € I, €4 Q Vect ((6]‘)]-6]\“})

On dit aussi que les e; sont linéairement indépendants

Proposition:

(ei)ier est libre <= V(\;) € K’ presque nulle , Z)‘iei =0 = Viel,\; =0k
i€l

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E. Alors
> ke — ke
=, i€l

ie.
Yu € Z]Kei, () € K presque nulle telle que u = Z Xie;
icl i€l
En d’autres termes, tout vecteur de E a au plus une décomposition en combinaisons
linéaires des e;,i € [

Proposition: Soit (e;);cr une famille libre de E.
1. Toute sous famille de (e;) est encore libre
2. Soitu € E, ZF =(e; |i€I)U{u}.

F est libre <= u & Vect(e; | i € 1)

3. (a) Quand on remplace un vecteur e; par Ae; avec A # O, la famille obtenue est
libre.
(b) Quand on remplace un vecteur e; par v + e; avec v € Vect(e; | j # 1), la
famille obtenue est libre.
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II1 Familles de vecteurs

Définition: Soit (e;);cs une famille de vecteurs de E. On dit que (e;) est une base de
FE si c’est a la fois une famille libre et génératrice de E'; i.e. si

E = @]Kei
i€l

i.e. si
Vu € E,3(\) € K presque nulle telle que u = Z Aie;
i€l

Dans ce cas, on dit que les \; sont les coordonnées de u dans la base (e;);cr
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