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Exercice 1

cos (vVz) =1 — L + o(z)

1
Donc, f : @ — cos (v/x) est dérivable en 0 et f/(0) = -

Exercice 2

zf(a) —af(z) _ zf(a) — a(f(a) + (z—a)f'(a) +o(z — a))
= f(a) —af'(a) + (1)

—— f(a) — af'(0)

Exercice 3
Soit > 1. f est continue sur [z, z + 1] et dérivable sur |z, z + 1[. Donc
Je€lz,x+1[, f(z+1) — f(z) = f'(c) < f'(2)

De méme,

Ad €]z — 1,z[, f(z) — f(x — 1) = f'(d) > f'(x)



On pose £ = 111_1‘_1 f(z) € R donc
— f@) - fle-1) o= t-£=0

Par encadrement, f'(z) —— 0
x—+00

Exercice 4
Soit v
gm i@ f(2) = f(a) = —— (f'(2) + (@) = (= = a)*M

g est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[

gr(a) =0 ,
gu(b) = f(b) — f(a) — =2 (f'(b) — f'(@) — (b—a)®M
1 b—a / /
On pose M = g ()~ fla) = "2 (£ + /(@) )

Ainsi, gpr(b) =0
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe v €]a, b] tel que gj,(y) =0

D’ou,
1 —a
0=7'(n) = 5 (F'( +7'(@) = 5= f"() = 3(y —a)*M
1 v—a
=5 (f' = f@) - —=f"()=3(v=a)’M
Or,
gn(a) =0
— ghy est continue sur [a,7]
— ghy est dérivable sur |a, ]
— gm(a) =gj(7)
Dong, il existe ¢ €]a,y[C]a, b tel que
9ar(c) =0

1
dou M = —Ef@(c)

On en déduit 5

_ -9

o (c)

£ = $@) + (B + 7' (@)

Idée de la solu- Exercice 7
tion

f(22) = f(z) + az + o(z)



Solution Donc, f(z) = f(0) + az + o(x)
e(z) -0

On pose
Vz > 0,e(x) = ———— —a

D’aprés ’énoncé, e(x) — et
z—0
>

(&): Vz>0,f(2z)=f(z)+ ax + ze(x)
On en déduit par récurrence que

Vn € Ny, P(n) est vraie, avec

P(n): Yo >0, f(z) = (2n)+af‘2 o T sz <2k>
— D’apres (&),
Vz>0,f(ft)=f<§)+%+£€<£>

donc P(1) est vraie
— Soit n € Ny«. On suppose P(n) vraie.

Vx>0,f(x)=f<2n>+axz ok xzn: ilca(Qik)

k=1
o X €T x T
_f<2n+l) TSt T g €(2n+1)
= 1 =1 raz
+WZQT+$Z2T€<QT>
k=1 =

n+1 n+1

f<2n+l)+aa:z 2:121ka(2%)

Donc, P(n + 1) est vraie



On fixe z > 0.

x .
f (ﬁ) p——— f(0) car f est continue en 0
n L\ 7
11 1-(3) 1
mEN. D =3 X 1o1 =1 e

Comme lim &(z)0, on sait que
z—0
>
Ve > 0,3n > 0,Vz €]0,7[, |e(z)| < e

Soit € > 0. On considére n > 0 tel que
vz €]0,n], [e(z)| < e

Soit = €]0, 7.
VEEN, = <
2k
donc -
Vk € N, oF €]0,n[
donc -
i
VmE]N,‘E(zﬂ <e
Donc
N x N |
e |3 xe (g)| < 2 5o (3]
k=1 k=1
N
<D e
k=1

De plus, pour tout = > 0, il existe N, € N, tel que

vn € N, |f (2%) - f(O)‘ <ex

et il existe N, € IN. tel que

n
1
Vn > Ng, az2—k—a <e
k=1
donc
N
Vn > N,axfsxgaxz 27 <ax+ex
k=1
¥z €]0,7"[,¥n > max(N, N}),
f(0) —ezx+ax —ex —ex < f(z) < f(0) +ex + ax +ex +ex
donc .
3 1@ -FO) s
@
— f(0
Donc lirrb @) =50 _ a =0 et donc f est dérivable a droite en 0 et f'(0) = a
T—> ar

>



Exercice 5

1
1. On pose g1 = Q(Z — f'(a)) > 0.

Il existe n1 > 0 tel que
h) —
vk €] —m,m[\{0},a+h €I, ‘f(a%)f(a) _

En particulier,

fla+h) = f(a)

Vkh €]0,m], a3 < fla)+e1<z
De méme, il existe n2 > 0 tel que
vh €0, ml, | [EER =IO pr)| <o = 2 (1) - )
donc ST .
Vhe}o,nz[,if( * })L_f( ) > f(b)—e2 >z

On pose n = min(n1,n2) > 0,

flat+h) - f(a) f(o+h) - f(b)
T <z< T

flz+h) - f(z)

Vh €]0, 7],

2. On fixe h €]0,n[ et gp : ¢ —

h
gn est continue sur son domaine de définition, et d’aprés 1.,

gn(a) <z < gn(b)

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe y € I tel que y + h € I et
_ _ fly+h) = fly)
z=gply) = ——"—"—

D’aprés le théoréme des accroissements finis,

3z €ly,y + A, f'(z) = w

=z
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