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Exercice 1

cos
(√
x
)
= 1−

x

2
+ `o(x)

Donc, f : x 7→ cos
(√
x
)
est dérivable en 0 et f ′(0) = −

1

2

Exercice 2

xf(a)− af(x)
x− a

=
xf(a)− a

(
f(a) + (x− a)f ′(a) + `o(x− a))

x− a
= f(a)− af ′(a) + `o(1)
−−−→
x→a

f(a)− af ′(a)

Exercice 3
Soit x > 1. f est continue sur [x, x+ 1] et dérivable sur ]x, x+ 1[. Donc

∃c ∈]x, x+ 1[, f(x+ 1)− f(x) = f ′(c) < f ′(x)

De même,
∃d ∈]x− 1, x[, f(x)− f(x− 1) = f ′(d) > f ′(x)
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On pose ` = lim
x→+∞

f(x) ∈ R donc

— f(x+ 1)− f(x) −−−−−→
x→+∞

`− ` = 0

— f(x)− f(x− 1) −−−−−→
x→+∞

`− ` = 0

Par encadrement, f ′(x) −−−−−→
x→+∞

0

Exercice 4
Soit

gM : x 7→ f(x)− f(a)−
x− a
2

(
f ′(x) + f ′(a)

)
− (x− a)3M

gM est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[
gM (a) = 0

gM (b) = f(b)− f(a)−
b− a
2

(
f ′(b)− f ′(a)

)
− (b− a)3M

On pose M =
1

(b− a)3

(
f(b)− f(a)−

b− a
2

(
f ′(b) + f ′(a)

))
Ainsi, gM (b) = 0
D’après le théorème de Rolle, il existe γ ∈]a, b[ tel que g′M (γ) = 0
D’où,

0 = f ′(γ)−
1

2

(
f ′(γ) + f ′(a)

)
−
γ − a
2

f ′′(γ)− 3(γ − a)2M

=
1

2

(
f ′(γ)− f ′(a)

)
−
γ − a
2

f ′′(γ)− 3(γ − a)2M

Or,
g′M (a) = 0

— g′M est continue sur [a, γ]
— g′M est dérivable sur ]a, γ[
— g′M (a) = g′M (γ)

Donc, il existe c ∈]a, γ[⊂]a, b[ tel que

g′′M (c) = 0

d’où M = −
1

12
f (3)(c)

On en déduit

f(b) = f(a) +
b− a
2

(
f ′(b) + f ′(a)

)
−

(b− a)3

12
f (3)(c)

Exercice 7Idée de la solu-
tion

f(2x) = f(x) + ax+ `o(x)
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f(x)←−−−−−
n→+∞

f(x) = f
(x
2

)
a
x

2
+ `o(x)

= f
(x
4

)
+ a

x

2
+ a

x

4
+ `o(x)

= f
( x
2n

)
+ a

n∑
k=1

x

2k
+ `o(x)

−−−−−→
n→+∞

f(0) + ax+ `o(x)

Donc, f(x) = f(0) + ax+ `o(x)Solution

ε(x)→ 0
f(2x) = f(x) + ax+ xε(x)

f(x)←−−−−−
n→+∞

f(x) = f
(x
2

)
a
x

2
+
x

2
ε
(x
2

)
= f

(x
4

)
+ a

x

2
+ a

x

4
+
x

4
ε
(x
4

)
+
x

2
ε
(x
2

)
= f

( x
2n

)
+ a

n∑
k=1

x

2k
+ x

n∑
k=1

1

2k
ε
( x
2k

)
︸ ︷︷ ︸
−−−−−→
n→+∞

?

−−−−−→
n→+∞

f(0) + ax+?

On pose

∀x > 0, ε(x) =
f(2x)− f(x)

x
− a

D’après l’énoncé, ε(x) −−−→
x→0
>

et

(E ) : ∀x > 0, f(2x) = f(x) + ax+ xε(x)

On en déduit par récurrence que

∀n ∈ N∗, P (n) est vraie, avec

P (n) : “∀x > 0, f(x) = f
( x
2n

)
+ ax

n∑
k=1

1

2k
+ x

n∑
k=1

1

2k
ε
( x
2k

)
”

— D’après (E ),
∀x > 0, f(x) = f

(x
2

)
+
ax

2
+
x

2
ε
(x
2

)
donc P (1) est vraie

— Soit n ∈ N∗. On suppose P (n) vraie.

∀x > 0, f(x) = f
( x
2n

)
+ ax

n∑
k=1

1

2k
+ x

n∑
k=1

1

2k
ε
( x
2k

)
= f

( x

2n+1

)
+ a

x

2n+1
+

x

2n+1
ε
( x

2n+1

)
+ ax

n∑
k=1

1

2k
+ x

n∑
k=1

1

2k
ε
( x
2k

)

= f
( x

2n+1

)
+ ax

n+1∑
k=1

1

2k
+ x

n+1∑
k=1

1

2k
ε
( x
2k

)

Donc, P (n+ 1) est vraie
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On fixe x > 0.
f
( x
2n

)
−−−−−→
n→+∞

f(0) car f est continue en 0

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

1

2k
=

1

2
×

1−
(
1
2

)n
1− 1

2

= 1−
1

2n
−−−−−→
n→+∞

1

Comme lim
x→0
>

ε(x)0, on sait que

∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈]0, η[, |ε(x)| 6 ε

Soit ε > 0. On considère η > 0 tel que

∀x ∈]0, η[, |ε(x)| 6 ε

Soit x ∈]0, η[.
∀k ∈ N,

x

2k
6 x

donc
∀k ∈ N,

x

2k
∈]0, η[

donc
∀x ∈ N,

∣∣∣ε(x
2

)∣∣∣ 6 ε

Donc

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

1

2k
ε
( x
2k

)∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=1

1

2k

∣∣∣ε( x
2k

)∣∣∣
6

n∑
k=1

1

2k
ε

6

(
1−

1

2n

)
ε

6 ε

De plus, pour tout x > 0, il existe N ′x ∈ N∗ tel que

∀n ∈ N′∗,
∣∣∣f ( x

2n

)
− f(0)

∣∣∣ 6 εx

et il existe Nx ∈ N∗ tel que

∀n > Nx,

∣∣∣∣∣a
n∑

k=1

1

2k
− a

∣∣∣∣∣ 6 ε

donc

∀n > N, ax− εx 6 ax

n∑
k=1

1

2k
6 ax+ εx

∀x ∈]0, η′′[, ∀n > max(N,N ′x),

f(0)− εx+ ax− εx− εx 6 f(x) 6 f(0) + εx+ ax+ εx+ εx

donc
−3ε 6

f(x)− f(0)
x

− a 6 3ε

Donc lim
x→0
>

f(x)− f(0)
x

− a = 0 et donc f est dérivable à droite en 0 et f ′(0) = a
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Exercice 5

1. On pose ε1 =
1

2

(
z − f ′(a)

)
> 0.

Il existe η1 > 0 tel que

∀k ∈]− η1, η1[\{0}, a+ h ∈ I,
∣∣∣∣f(a+ h)− f(a)

h
− f ′(a)

∣∣∣∣ 6 ε1

En particulier,

∀kh ∈]0, η1[,
f(a+ h)− f(a)

h
6 f ′(a) + ε1 < z

De même, il existe η2 > 0 tel que

∀h ∈]0, η2[,
∣∣∣∣f(b+ h)− f(b)

h
− f ′(b)

∣∣∣∣ 6 ε2 =
1

2

(
f ′(b)− z

)
donc

∀h ∈]0, η2[,
f(b+ h)− f(b)

h
> f ′(b)− ε2 > z

On pose η = min(η1, η2) > 0,

∀h ∈]0, η[,
f(a+ h)− f(a)

h
< z <

f(b+ h)− f(b)
h

2. On fixe h ∈]0, η[ et gh : x 7→
f(x+ h)− f(x)

h
gh est continue sur son domaine de définition, et d’après 1.,

gh(a) < z < gh(b)

D’après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe y ∈ I tel que y + h ∈ I et

z = gh(y) =
f(y + h)− f(y)

h
D’après le théorème des accroissements finis,

∃x ∈]y, y + h[, f ′(x) =
f(y + h)− f(y)

h
= z
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