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Premiére partie

Définition et premiéres propriétés



1 Définition et premiéres propriétés

Dans ce paragraphe, f désigne une fonction définie sur un intervalle ouvert non vide I a valeurs
réelles.

f(@) = f(a)

r—a

Définition: Soit a € I. On dit que f est dérivable en a si a une limite

qui est finie quand = — a.
Dans ce cas, cette limite est notée f’(a) et est appelée nombre dérivée de f en a
On dit que f est dérivable sur [ si f est dérivable en tout a € I.

I— R . "
o (@) est la dérivée de f et est notée f

L’application

Proposition:

f est dérivable en a <= f a un développement limité d’ordre 1 au voisinage de a

Preuwve: “ = " f’(a) = lim f(@) — f(a)
donc M _ f’(a) IS (1)
xr—a T—ra

done f(@) - f(a) = ( —a)f'(a) + o (z—a)
done f(x) = f(a) + (z —a)f'(a) + & (z—a)
“ <=7 f(z)=ao+ai(zr—a) +zga(x —a)

Alors, avec = a, ap = f(a) et donc

f(@) = f(@) _ai(z—a) +o(—a)

=a1 +0(1) — a1 €R
Tr—a

&=@ T—a
O
Proposition: Si f est dérivable en a alors f est continue en a.
Preuve:
Vo, f(@) = (@) + f(@)(@—a) + g (¢-0)
donc
i !
lim f(z) = f(a) + f'(a) x 0+ 0 = f(a)
#
O

Proposition: Soient f et g dérivables en a
1. f+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢’(a)
2. f X g est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a)




Définition et premiéres propriétés

3. Sig(a) # 0, alors ) est dérivable en a et
g

([) ' (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

g (9(a))?
Preuve:
f(@) = f(a) + f'(a)(x — a) + o(z — a)
9(z) = g(a) + ¢'(a)(z — a) + o(z — a)
f(@) +g(2) = f(a) + g(a) + (z — a) (f'(a) + ¢'(a)) +o(z — a)
————
(f+9) (a)
2.

f(z) x g(x) = f(a)g(a) + (z — a) (f(a)g'(a) + g(a) f'(a)) +o(z — a)
(fg)’(a)

3. On suppose g(a) # 0

a1 _ 1
9(z)  g(a)+ (z —a)g'(a) + o(z — a)
1
@ . 1+(w—a)‘;/((;)) + o(x —a)
= %@ X (1 =(@= a)i((:)) + oz — a))
D’ou,
f@ _ 1 (o F@9@ o) s(z — a
o) 56 (1@ +@-a a0 ) o=
_f@ @@+ g
= g@ T (9(a))? R

Proposition: Soit f dérivable en a et g dérivable en f(a). Alors, f o g est dérivable
en a et

(g0 f) (a) =g (f(a)f'(a)

Preuve:

{w:, f@) = f(@) + @ -a)f (@) + o (z-a)

Yy, 9(y) = 9(f(a) + (y — f(a))g'(f(a)) + y_f}(a)(y — f(a))



Définition et premiéres propriétés

Donc,

9(f(®)) = g(f(a)) + (f(=) — f(a)g'(f(a)) + Iga(f(x) — f(a)) car f est continue en a
=g(f(@) + (z—a)f (g (f@) + s (@-a)f' @+ o (@-a))
=9(f(@) + (@ —a)f'(a)g (f()) + o (v —a)

Proposition: On suppose que f est bijective dérivable en a et f’(a) # 0. Si f~1 est
continue, alors ! est dérivable en f(a) et

1Y (Fla)) = Lo
U™ @) = Fi

Preuve:
Vy # f(a) on pose z = f~(y).
Y fla) etz ——— a

y—f(a)
WS @) e-a 1 1
v /(@ @)~ fl@) ~ T@=I@ oo’ i(a)



Deuxiéme partie

Théoréme de Rolle et
accroissements finis



11 Théoréme de Rolle et accroissements finis

Théoréme (Théoréeme de Rolle): Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable
sur |a, b[. On suppose que f(a) = f(b).
Alors,
Je €la, b], f'(c) =0
* *
| | \/
| |
! ! —
Preuve:
f est continue sur le segment [a, b]. On pose
M = max(f
[a’b]( )
m = min
[a,b](f)
Cas 1
Je e]av b[7 M= f(C)
_ — <
f'(¢) = lim f@) =5 >0 car Vz < c, {f(x) fle) <0
zT—re T —c rz—c<O0
- — <
= lim M < 0 car Va > ¢, fl@) —f(e) <0
e~ r—c z—c>0
Donc, f/(c) =0
Cas 2
3¢ €la, o, m = £(¢)
— >
f'(c) = lim <0car Vo <c @) = fe) >0
mzﬁ x—c<O0
iy @10
= T —c
Donc f/(c) =0
Cas 3
Ve €la, bl, f(c) & {m, M}
Alors

m € {f(a), f(b)}
Or, f(a) = f(b) donc M = m donc f est constante donc

{Me{ﬂ@JwH

Vz € [a,b], f/(z) =0




11 Théoréme de Rolle et accroissements finis

Définition: On dit que f présente un maximum local en a s’il existe n > 0 tel que

Vz €la —n,a+ [, f(z) < f(a)

et un minimum local en a s’il existe n > 0 tel que

Vz €la —n,a+ [, f(z) = f(a)

Un extremum local est un minimum local ou un maximum local.

Proposition: Soit a € I tel que f(a) est un extremum local de f ou f est dérivable
en a. Alors, f'(a) =0 O

Définition: Soit f dérivable et a € I. On dit que a est un point critique de f si
f'(a) = 0. On dit que f(a) est une valeur critique.

EXEMPLE:

z > x3
£/(0) = 0 mais 0 n’est pas un extremum local

Théoréme (Théoréme des accroissements finis):  Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b]
et dérivable sur |a, bl.
Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que
J©®) — f(a
( 2 ( ) — f/(C)
—a
A
|
|
| |
| |
|
: \ |
| | |
. : —
a c b

Preuve:
f(b) = f(a)
b—a
g: x> f(x) — Ta continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[.

On pose 7 =




11 Théoréme de Rolle et accroissements finis

g(a) —g(b) = f(a) — f(b) —7T(a—b) =0
D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b tel que g’(c) = 0.

Vz,g'(z) = f'(z) — 7

Donc, f'(c) =T O

Proposition: Soit f: I — R dérivable avec I un intervalle non vide.
1. f est croissante sur I <= Vz €I, f'(z) >0
2. f est décroissante sur I <= Vz €I, f'(z) <0
3. V€I, f'(z) >0 = f strictement croissante
4. Ve €I, f'(x) <0 = f strictement décroissante
5. f constante <= Vx €I, f'(z) =0

9

Preuve: 1. “ =
Soit x € I.

On suppose f croissante.

f’(ac) — Lim fly) — f(z)
y—z oy —x
Or, Yy, f(y) — f(z) et y — x sont de méme signe donc W = 1@ > 0.
y—x
Et donc f/(z) > 0.
“ <= 7" On suppose que
Ve el, f'(z) >0
Soit (a,b) € I%. On suppose que a < b.
f est continue sur [a, b]
f est dérivable sur ]a, b[
donc, d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €]a, b] tel que

f(a) = £(b) = f'(c) (a—b) <0
————

>0 <0
done f(a) < ()
Donc f est croissante.
On procéde de la méme maniére pour les autres propositions O

Théoréme (Théoréme de la limite de la dérivée): Soit f : I — R continue (sur I),
a € I. On suppose f dérivable sur I'\ {a} et que lim f'(z) existe.
B

Alors,
J(@) — f(a)

r—a

— lim f(a)

T—a T—a

Preuve: -
On pose £ = lim f'(z) € R.

#
Soit x € I'\ {a}.
f est continue sur I donc sur [a,z] si x > a et sur [z,a] siz < a
f est dérivable sur I\ {a} donc sur |a,z[ si z > a et sur |z,a[ siz < a




Théoréme de Rolle et accroissements finis

D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢z €]a, z[U]z, af tel que
f(@) — f(a)
= f'(ca)

T —a
— Vz<a,onaz<cy<a
Par encadrement, c; —— a
r—a
<
— Vz >a,onazxz>cy >a
Par encadrement, c; —— a
r—a

>

Donc,
lim ¢, = a
r—a

donc
fl(cs) —— ¢

T—a

(compositions des limites)

Proposition: Soit f: I — R dérivable. On suppose qu’il existe M € R tel que
Vz € I,|f/(:v)| <M

Alors f est M-lipschitzienne sur I.

Preuve:
Soient (a,b) € I2.
D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € I tel que

f(a) = f(b) = f'(c)(a—b)

donc

1f(a) = F®B) = [f'(c)] la - b]
< Ma— b

10



Troisiéme partie

Dérivées n-iémes
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II1 Dérivées n-iémes

Définition: On dit que f est une fois dérivable si f est dérivable. Dans ce cas, on note
f(l) la fonction f.
Pour n € Ny, on dit que f est dérivable n fois si f est dérivable n — 1 fois et f("_l) est

/
dérivable une fois. Dans ce cas, f(™ = (f("’1)> .

REMARQUE (Convention):

fO =y

Définition: [ est de classe €" si f est dérivables n fois et f<") est continue.

Proposition: Soit f dérivable n fois et k < n
n—k
Alors f est dérivables k fois et f<"> = <f<k)>< ) O

Proposition: Soit f et g deux fonctions dérivables n fois en a.
Alors, f + g est dérivable n fois en a et

(f +9)™ (@) = f™(a) + ¢ (a)

Si f et g sont de classe €™, alors, f + g est de classe "

Preuve (Récurrence immeédiate sur n ):

Proposition (Leibniz): Soient f et g dérivables n fois en a. Alors, f X g est dérivables
n fois en a. et

n

®):  (Fx9) ™ (a) Z() £ (@)g™ M (a)

Si f et g sont de classe €™ alors f X g est de classe €.

Preuve (par récurrence sur n ): — Soient f et g deux fonctions

(f x9) @ (@) = (f x 9) (a) = f(a)g(a)
et

0
> ()P @s" P @) = 1 (@)g® (@) = f(@)g(e)

k=0

— Soit n € IN. On suppose () vraie quelles que soient les fonctions f et g dérivables
n fois en a.
Soient f et g dérivables n — 1 fois en a. En particulier, elles sont dérivables n fois

en a. Donc
n

(f x 9)™(a Z ( )f(k) )98 (a)




II1 Dérivées n-iémes

f<k) est dérivables en a

Vk € [[O,n]],{

g<"7’c> est dérivables en a

Donc, (f x g)("> est dérivable en a donc f X g est dérivables n + 1 fois en a.

(1) (P50 @9 P (@ + P (@)g "D (@)

I
NE

(f x 9)"*V(a)

B
Il
o

I
WE

k-1

ol
Il
—

n

(" )@ x gm0 @) + 3 (279 (@) a)
k=0
(

T 1)IB @0 1 ;D @)g(0) + f(@)g ™ a)

[l
3 >
SRANE

(" TP @e P ()

>
I
<)

Proposition: Soient f et g dérivables n fois (resp. de classe 4™ ). On suppose g(a) # 0.

Alors, / est dérivables n fois (resp. ™) en a.
g

Preuve (par récurrence sur n):

Le résultat est vrai pour n =0 et n = 1.

Soit n € IN tel que pour toutes fonctions f et g dérivables n fois en a avec g(a) # 0, /
est aussi dérivables n fois en a.

Soient f et g dérivables n + 1 fois en a telles que g(a) # 0. Alors, 1 dérivable en a. et
g

I\ f(a)g(a) — f(a)g'(a)
(3) (a) = g(a)?

— f est dérivables n fois en a
— g est dérivables n fois en a
— f est dérivables n fois en a
— ¢’ est dérivables n fois en a
Donc, f' x g — f x g’ et g% sont dérivables n fois en a et g(a)? # 0
f'xg—fxyg

5 est dérivable n fois en a donc
g

D’aprés I’hypothése de récurrence,

e I~

dérivable n + 1 fois en a

Proposition: Soit f dérivable n fois en a et g dérivable n fois en f(a) (resp. f et g
de classe ¢").
Alors, g o f est dérivable n fois en a (resp. de classe €").

Preuve (similaire a la précédente):

13



II1 Dérivées n-iémes

Définition: On dit que f est de classe €°° si f est de classe " pour tout n € IN, i.e.
f est dérivable une infinité de fois.

Proposition (formule de Taylor avec reste intégral): Soit f : I — R de classe 7l
et a € I. Alors

() Vo€l f(e Z Lo+ [ g

n!

Preuve (par récurrence sur n): — Soit f: I — R de classe €' et a € I. Soit « € I.

0 £(k) (g
@ )’“+/ FO = ) dt = f(a)+/ 7

!
=

= fla) + f(z) — f(a)
= f(=)

— Soit n € IN tel que (x) est vraie pour toute fonction f de classe €™ ! sur I 3 a.
Soit f de classe €™ 12. Alors, f est de classe €' donc

f(k) T n T —t)"
vo eI, f(z Z ' fa)k+/a £ +1>(t)% dt
s _($—t)"+l
Soit = € I. On pose ’ (n+ 1)!
M= f(n-‘rl)

Les fonctions u et v sont de classe €' donc

/x o/ (t)v(t) dt = [u(t)v(t)]E — /x u(t)v'(t) dt

donc
(n 1) (3 dt = (z=t)"b (nt1) 4 (nt2) (90 — o)
/f = -5 0 S ] + [ 1 wrnr &
c—a)k+ (z—a)"' i) (242) 1 (& tntt
)—Z L)+ o ) 4 [T el
O

Proposition (Inégalité de Taylor-Lagrange): Soit f : I — R de classe €' et M € R
tel que

vrel, ’f<"+1>(;5)‘ <M
Alors, pour tout a € I,

|x — a7t

(n+1)!

Zn: (k)(a)

k=0

Ve €1,

<

14
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Dérivées n-iémes

Preuve:
D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral,

n - k - e
e = 35 0S| < | [ e B of
k=0 : a n!
T etnt)| oy 12— 2"
<|[ o= ar
a n'
a _4n
<| [ =" dt’
@ n!
On suppose = > a.
n
f(k)(a) B T (z—t)n [ = t)n+1
- — <M dt = ——
‘f(x) kz:;) k! L a n! (n+ 1)
(z —a)™t?
S (n41)!
On suppose z < a.
n flk) a (4 _ \n
f(x)—z / (a)(:t:—a)’C <M/ Gt dt
= " © n!
< {w} ‘
h (n+1)! ],
(a o Z,)n«l»l B |$ o a|n+1
n+1! T (nt1)
EXEMPLE:
n_k
Vr € R,e’ = lim -
n—+4oo k!
On pose
fR—R
Tz — e”

. Soit n € N et a = 0.
f est de classe ¢! sur R. Soit = € RT et I = [0, z]

vVtel, ’f(”Jrl)(t)‘ = |et| =el <e®

. n tk 7tn+1
Vtel — — | <efF— ———
SbE Zk! e (n+1)! n—=+oo
k=0
donc
_ ot
Vtel, hr_'r_loozy e
k=0
donc .
= lim >
n—-+oo k'
EXERCICE:
w (_1)k+1

Montrer que In2 =

i, 3 0

15
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Quatriéme partie

Fonctions a valeurs complexes
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v Fonctions & valeurs complexes

Définition: Soient f: I — C, (I intervalle de R) et a € I.

f est dérivable en a si }@a M eC

r—a

Proposition:
f est dérivable en a <= Re(f) et IJm(f) sont dérivables en a

Dans ce cas, f'(a) = Re(f) (a) +iIm(f)’ (a) O

Proposition: La somme, le produit, de fonctions dérivables sont dérivables; le quo-
tient également si le dénominateur ne s’annule pas. O

Proposition: idem avec les dérivées n-iémes O

REMARQUE (Attention A\ ):
Le théoréme de Rolle n’est plus vraie.

JmA

fR—C

t—s et

f0)=r@m) =1
f est continue sur [0, 27] et dérivable sur |0, 27|

Vt, f'(t) = ie't #£0

Proposition: La formule de Taylor avec reste intégral et I'inégalité de Taylor-Lagrange
sont aussi vrais dans C. O
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