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i xercice 8|

Exercice 4

F = Vect(a, b, c) et G = Vect(d, e)

Soient (A, p,v) € R3.

p+2v=0
A+3pu+v=0
—A—-3r=0
22X+ 2p+4v =0

Aa+pb+rve=0 <

u=—2v

A= —-3v
<

—8v =0

—6v =0

v=20
= A=

w=0

Donc (a, b, ¢) est libre et donc (a, b, c) est une base de F. Donc, | dim(F) = 3

d, e ne sont pas colinéaires donc (d, e) est une base de G. Donc, | dim(G) = 2



F + G = Vect(a, b, ¢, d, e)
METHODE 1 Soient A, u, v, o, B € R.

+2V—6:0
A+3u+v+8=0
“A—3r+2a=0

22X+ 2u+4+a+38=0

+2V—ﬁ:0

A—5u+48=0

Aa+ pb+ve+ ad+ fe=0 <—

<~
Lo < Lo — 314

Ly Ls—2L, |=A—3v+2a=0
2A+[a]+58=0
pl+2v—8=0

<~ A|l—5v+48=0

L3+ L3—2Ls | 5\ —30-108=0
2X +[a]+58=0
plt2v—-B=0

A= A|—5v4+48=0

Ly < L3+ 5L
Ly < Lg—2Lo _28V+m:0

[a]+100-38=0
28

B_EV

=

A=

o =":--

Avec v = 1, 0on a Aa+ pub+ c+ ad + e = 0 et donc ¢ = —Aa — ub — ad — e donc
c € Vect(a, b, d, e)

Avecv=0,onaXa+pub+ad+pfe=0 <= f=p=X=a=0 et docnc (a,b,d,e)
est libre.

Dong, (a,b,d,e) est une base de F 4+ G et donc | dim(F + G) = 4 | (donc F + G = R*

D’aprés la formule de Grassmann,

‘dim(FﬂG):3+2—4:1‘

MEtHODE 2 dim(F 4+ G) = rg(a,b,c,d, e)

0 1 0 —1
i 3 1 0 1
1 0 -3 2 0
2 2 4 1 3
rg(a, b, c,d, e) = rg(M)



N o 1 2 o0 -1
Co + C3 —3Cy 0 0 0 0
C3+ C3—C1 1 92 _9 9
Cs <+ Cs —C1 2 —4 2 1 1
- 0 4 0 -2 1
CQ = CQ = 3C5 0 0 0 0
C3 + C3+42C5 -1 0 0 O
Cy + Cy +2C5 2 7 4 1
0o -10 [8] -2 -1
Co + Co + 70y v o U 0
CseCs—4Cy |~ O 0 0
2 0 0 1

Donc rg(M) =4

dim(F + G) = 4
dim(FNG) =1

Métrope 3 F + G C R* donce dim(F + G) < 4
F C F+ G donc dim(F +G) >3
Donc dim(F + G) € {3,4}

On suppose dim(F + G) =3. Alors F=F+G.Or, GCF+G=F
On va caractériser F' par un systéme d’équations.

Soit u = (z,y, 2,t) € R*

u € F <— 3(A,u,l/)€]R3,u:)\a+ub+uc

T =p—+2v
— I\ ) eR3 y:-l-;’)u-‘rl/
z=—-X—3v

t =27+ 2u+4v

+21/ac
<
L3 « Ly + Ly 3(\, p,v) € RS, D +8utv=y

Ly + Ly — 2L Bu—2v=y+=z
—Ap+2v=t—2y

— +21/—z
Ly + Ly — 3L A|-sv=y—32z
L3+ L3 —3L1 3(>\7M,V) 6R3’ 7 o o
L+ ALy 8v=y+z—3z

s ——— t—2y+4x
l‘l’:
— 3 A=
I\, w,v) € R,
L3 = L3+ 8Ly O p:2) O:gx—gy-i-z-kgt

< z+3y+5z+16t=0

(z,y,2,t) EF <= x—3y+5z+16t=0

Or,0-3x04+5x2+16=26%0doncd¢gF 4
Donc dim(F 4+ G) = 4 et dome dim(F N G) =1

METHODE 4 On caractérise F' et G par des équations. On reprend les calculs de la méthode
3.
(z,y,2,t) EF <= x—3y+52z+16t=0



(z,y,2,t) € G <= I(a,B) € R?, (,y, 2,t) = ad + Be
—B==zx
B=y
200 =z
a+38=t

1

@= =&
2

B=y
z+y=0
! + 3 t
s _
3 Y

z+y=0
—
2z 6y — 2t =0
z—3y+ 52+ 16t =0

(z,y,2,t) € FNG < +y:0
z+6y—2t=0

<— (o, B) € R?,

< 3(e, B) € R?,

—4y + 52+ 16t =0
Ly < L1 — Lo +y:0

[z]+6y—2t=0
34
— —%y-i-t:()

L« B85 q[z]+y=0
26 [z]+6y—2t=0

LT
— —y
< _1_3
g = gMa &= 714
T
44 17
= (z,y,2,t) = 13
Y

= (2,y,5) = 15(-13,13,-44,17)

Donc, F NG = Vect((—13,13,—44,17)) donc dim(F N G) =1
Et donc, dim(F + G) =4

Exercice 7
F et G deux hyperplans

FNGCFdoncdim(FNG)<n—1
dim(FNG)=n—-1 <= FNG=F

<— FCG
<~— F=G



dim(F N G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F + G)

F+GCR"
donc dim(F 4+ G) <n
donc —dim(F + G) > —n
donc dim(FNG)>2n—1)—n=n—2

Si F =G, alors dim(FNG)=n—1
Si F # G, alors dim(FNG) =n —2

Exercice 9

Soit u € E.
Vn, uy = u, ou 7 est le reste de la division de n par p

(un) = (U0, U, -+, Up—1, U0, UL, - -+, Up—1, U, Ul - - -)
=uo(1,0,...,0,1,0,...,0,1,0,...)
+u1(0,1,...,0,0,1,...,0,0,1,...)

+up_1(0,0,...,1,0,0,...,1,0,0,...)

1 sin=k [p]

Vk € [0,p — 1], vk = (Vk,n) OU VR, vk, = { )
0 sinon

On vient de montrer que
E C Vect(vg,v1,...,Vp—1)

Or,
Vk € [0,p—1],vs € E

car

1 sip+n=k [p]

Vk € [[0’p - lﬂ 7vn S Iszk,ﬂrFP = {O Snem

1 sin=k [p]

0 sinon

Donc E = Vect(vo, . ..,vp—1)

FE sous-espace vectoriel de cN
Donc X

dim(E) <p



Soit g € €\ {0}

Vn € N,g" P =q"¢? = q"
<~ qP =

<= Jke[0,p—1],g=€ P

On pose
2ikmn
Vk € [0,p — 1] ,wg, = (e P )
nelN

Montrons que (wo, ..., wp—1) est libre.
Soient (Mg, ..., Ap—1) € CP. On suppose

p=1 2ikmn
VneN,> e 7 =0
k=0
On pose
p—1
P(X)=> M\X* deg(P)<p—1
k=0
On a donc

2itn
VnE]N,P(e » ):0

. 2im  dim 2i(p=—1)m
donc P a au moins p racines : l,e » ;e P ,...,e P
Donc P =0, donc Vk € [0,p — 1] ,A\, =0

Donc (wo, ..., wp—1) est libre donc dim(E) > p
Donc dim(E) =p
Donc (wo, ..., wp—1) est une base de E.

Exercice 6
Soient A1, A2, A3, A1, A5 € R. On suppose

AMfi+Xafo+A3fz +dafa+ X505 =0

1
Ve > 0, f(z) = M Inz + Aoz + Aze” + et L As= =0
T

A
Si As #0, alors f(z) ~, o+ — —— %00 4

r z—0t

Si A1 # 0, alors f(x) ~,_,o+ A\1ln(z) — oo 4

z—0t
Donc

Si A3 + e*A4 # 0, alors f(x) ~g— 400 ()\3 + 63)\4) ef —— +0
x—+o00



Donc | Az 4+ €*Xs =0

D’ou,

donc

fa =€ fs donc (f1, f2, f3, fa, f5) n’est pas libre
Mais, (f1, f2, f3, f5) est libre (A4 = 0)

Vx>0, ox =0

Exercice 8
“ «— » Soient F,Q,U tels que
FeU=FE=GapU
Donc,
dim(F) + dim(U) = dim(E)
dim(G) + dim(U) = dim(E)

Donc, dim(F) = dim(G)

On raisonne par récurrence sur la codim(F) = dim(E) — dim(F)
— Soient F' et G deux hyperplans de E
F UG # E d’aprés Pexercice classique suivant :

F'U G sous-espace vectoriel de £ <— F C Gou G C F

Solution de ’exercice :

« o »
FCG = FUG=G
GCF = FUG=F

“ = ” On suppose G ¢ F. Soit u € F. Soit v € G\ F.

u—+v € FUG car F'U G est un sous-espace vectoriel de E.
Siut+veF,alorsv=u+v—_u €F 4
——

—
er EF
Siut+veG,alorsu=u+v— v €G}
€G €G
Donc FF C G
Soit w € E\ (FUG). u # 0 donc (u) est de dimension 1. (u) N F' = {0} donc
Fo(u)y=F

(u) NG = {0} donc G® (u) = F



— Soit n € N, tels que pour tous F' et G sous-espaces vectoriels de E' de codimension
n, F' et G ont un supplémentaire commun.
Soient F et G de codimension n+ 1. De nouveau, FUG # E. Soit u € E\ (FUG).
(u)y N F = {0}. On pose F' = F & (u).
dim(F’) = dim(F) + 1 donc codim(F’) =n
De méme, (u) NG = {0}. On pose G’ = G @ (u) donc codim(G’) = n
Soit U un supplémentaire commun & F’ et G’. On pose U’ = (u) © U
E=FoU
=F®(uyoU
=FaU

E=G U
=G uweU
=GoU’

Exercice 5

1. — On pose G = Vect(e1,...,¢ex). On sait que F®& G =F
Soit x € F N Gq. On considére (A1,..., ;) € K" tel que

k
= Z)\i(a+ €;)
i=1

k
= <Z )\i> a+ Aie;
=1 i=1

D’ou,
k k
xr — (Z)\,L) a = Zklez
i=1 i=1
N——
€EF €qG
k
Or, FNG = {0} Donc Z/\iei =0
i=1
Comme (e, ...,ex) est libre,

Vie [1,k],x =0
k
Dong, z = Z)\i(a +e)=0
i=1
On a prouvé que F NG, = {0}.
— (e1,...,e) est une base de G donc dim(G) = k, donc dim(F) = dim(E) — k
— Soitent (A1,...,A\z) € K¥. On suppose que

k
Z )\i(a + ei) =0
g=1l

D’ou,
k k
<Z )\z> a = — Z )\iei
=1 i=1

€eF eG



Donc,
k

Z)\iei e FNG = {0}
v=il

donc
Vi€ [1,k],A\; =0
Donc (a + e1,...,a+ e) est libre, c’est donc une base de G, donc
dim(Gq) =k
D’ou,
dim(F) + dim(Gq) = dim(E) — k + k = dim(F)
Ainsi,

FeG,=FE

2. On suppose K infini. Dans ce cas, F' contient une infinité de vecteurs.
Soient a,b € F' avec a # b et a # 0. Montrons que G, # Gy.
Soit x € G4 N Gy donc

T

k
> mila+ei)
v=il

k
=D Xib+e)

D’ou,

Donc,

Donc,

a=bou Y X\ =0Vi€[1,k],\ = p
=il

k
Or, a # b, donc Z)\i =0doncz e G
i=1
Si Gq = Gy, alors
Go=GaNGy, CG
donc
Ge =G

Or,
k

Z(a—‘rei) €G,\G
i=1
k
En effet, si Z(a +e€;) =y € G, alors

S

k
ka :g—z;ei
< N
eqG
donc ka =00r!#0eta#0.
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