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Définition: Soit £ un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie si £ a
au moins une famille génératrice finie. On dit que E est de dimension infinie sinon.

Théoréme (Théoréme de la base extraite): Soit E un K-espace vectoriel non nul de
dimension finie. Soit ¢4 une famille génératrice finie de E. Alors, il existe une base £ de
& telle que B C 9.

Preuve (par récurrence sur #G = Card(G)): — Soit E un K-espace vectoriel non nul
engendré par ¢4 = (u).
Siu=0g, alors E = {0Og} : une contradiction 4
Donc u # Og donc (u) est libre. En effet,

VAe K, \u=0g = A=0g
Donc ¢ est une base de E.

— Soit n € INy. Soit E un K-espace vectoriel. On suppose que si F a une famille
génératrice constituée de n vecteurs, alors on peut extraire de cette famille une
base de E.

Soit ¢ une famille génératrice de E avec n + 1 vecteurs.

Si & est libre, alors ¢4 est une base de E.

Si & n’est pas libre, alors il existe u € 4 tel que u € Vect(¥ \ {u})

Donc ¢ \ {u} engendre E. Or, 4 \ {u} posséde n vecteurs. D’aprés ’hypothése
de récurrence, il existe une base % de FE telle que

BCG\{u}C¥

Corollaire: Tout espace de dimension finie a une base. O

Théoréme (Théoréme de la base incompléte): Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie, ¥ une famille génératrice finie de E. ¥ une famille libre de E. Alors, il
existe une base Z de F telle que

LCRBet B\LCY

Preuve (par récurrence sur #(¥ \ .£)): — Avec les notations précédentes, on sup-
pose que ¥\ L # @
Yu b, ue?
Donc ¢ C .2 donc . est génératrice donc .Z est une base de E. On pose # = <

et alors
L CABet B\NL=2CY

— Soit n € IN. On suppose que si ¥ est génératrice et £ libre avec #(¥4 \ .£) =n
alors il existe une base % de E telle que

LCBet B\LCY




Soient a présent ¢4 une famille génératrice de E et .Z une famille libre de E telles
que #(&\ L) =n+1>0
Si .Z engendre E, alors .Z est une base de E. On pose # = .Z et on a bien

LCRBet B\NL=0CY

On suppose que .Z n’engendre pas F. Il existe u € ¢ tel que u & ‘(:2”) (car sinon,
4 C Vect(Z) et donc Vect(¥) C Vect(L)
—— N —

=B CE
Donc £ U {u} est libre. On pose .¢' = . U {u}

I\L' =9\ (LU{u}) =@\ L)\ {u}

donc #(9\ & )=n+1-1=n
D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe % une base de E telle que

L CL Chet B\NL' CY

B\L=B\L'U {u}
——
c¥ C% car ue¥
OnaZB\ZLCY

Théoréme: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E
ont le méme cardinal.

Preuve:
Soit ¢4 une famille génératrice finie de E et 4 C ¢ une base de E. On note n = #%4
Soit %’ une base de E. On pose p = n — #(% N %’). Montrons par récurrence sur p que
HB=H#HB
— On suppose que p = 0. Alors, #(ZN%')=n
Or, ' N%B C B donc BNAB =% donc B C A et donc B = B’
— Soit p € IN. On suppose que si %’ est une base de E telle que n — #(ZN%') = p,
alors #%' =n
Aoit %’ une base de E telle que n — #(ZN %) =p+1>0
Donc # N % # #. Soit u € #' \ #B. D’aprés le lemme d’échange, il existe
v € B\ B tel que B\ {u}U{v} est une base de E. On pose "' = %'\ {u}U{v}

B'NB=((#\{u}) NB)U{v}
= (#' nNnB)U{v}

donc,

n—#(B" NB)=n— (#(F NB)+1)

=p+1-1
=p
D’aprés ’hypothése de récurrence,
# B —

Or, #B" = # %'



Lemme: Soient # et %’ deux bases de E telles que % C #’. Alors, 8 = #'.

Preuve:
On suppose B’ # %B. Soit u € B\ B u € E = Vect(#) donc % U {u} n’est pas libre.
Donc Z U {u} C #' et %' est libre donc Z U {u} est libre : une contradiction 4 O

Lemme (Lemme d’échange): Soient %1 et %2 deux bases de F et u € #1 \ HBa. Alors,
il existe v € As tel que (%1 \ {u}) U {v} soit une base de E.

Preuve (1"%¢ méthode):
On suppose que pout tout v € HBa, (%1 \ {u})U{v} n’est pas une base de E Soit v € Ha.
— Supposons (#1 \{u})U{v} non libre. % \ {u} est libre. Donc v € Vect(% \ {u})
— Supposons (A1 \{u})U{v} non génératrice. Comme %; engendre E, u ¢ Vect(%1\
{v}). On suppose que HB1 # HBa. Yv € Ba \ H$1, Vect(H1 \ {v}) = Vect(%1) =
E > u donc, (%1 \ {u}) U{v} engendre E et donc

v € Vect(%1 \ {u})
On a aussi
Vv € #B1 \ {u},v € Vect(% \ {u})

Comme u € %2, on a
Yv € Ba,v € Vect(B1 \ {u})

docn
E = Vect(%2) C Vect(%1 \ {u})

donc %1 \ {u} engendre E donc % \ {u} est une base de E. Or, %; \ {u} C %1,
donc % \ {u} = %1
O

Preuve (2"° méthode):

On suppose que pout tout v € Bz, (%1 \ {u}) U{v} n’est pas une base de E
— Comme u € $1 \ B2, nécéssairement %1 # Ao donc Ba ¢ %1, donc B\ %1 # &
— Soit v € Ao \ H1. 1l existe (Aw)wez, une famille de scalaires presque nulle telle

que
v = Z AW — AU + + Z AwW
weRBL weA\{u}

w=A;"! (v — Z )\ww>
weB1\{u}

€ Vect(%1 \ {u} Uv)

Si Ay # 0p, alors

donc %1 C Vect(%1 \ {u} U {v})

et donc E C Vect(#: \ {u} U {v})

et donc % \ {u} U {v} engendre E

donc % \ {u} U{v} n’est pas libre

donc v € Vect(% \ {u}) (car %1 \ {u} est libre
donc A\, =0 4



Donc, Ay = Ok, docn v € Vect(#; \ {u})

On vient de prouver que
PBo \ $B1 C Vect(%1 \ {u})
%1 \ {u} C Vect(% \ {u})

Comme u & Ao,
By C Vect(%#1 \ {u})

donc
E = Vect(%2) C Vect(#1 \ {u})

donc % \ {u} engendre E. Donc, %1 \ {u} est une base de E.
Or, %1 \ {u} C %1, donc % \ {u} = %1

Définition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal commun a
toutes les bases de E est appelé dimension de E est notée dim(E) ou dimg (F)

C’est donc aussi le nombre de coordonnées de n’importe quel vecteur dans n’importe
quelle base.

ExemMpLE: 1. dimpg(C) = 2 et dim¢(C) =1
2. dimg(K") =n
3. dimg (An,p(K)) = np

Corollaire: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, . une famille libre de
E, 4 une famille génératrice de E. On note n = dim(E)

1. #9 >net (#9 =n = ¥ est une base de E)
2. #ZL <net (#ZL=n = £ est une base de E)

Corollaire: RR est de dimension infinie. Vi € N, e; : & —
(ei)ien est libre dans RE

Proposition: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E X F'
est de dimension finie et dim(E X F) = dim(E) + dim(F)

Preuve:
Soit (e1,...,en) une base de E, (f1,..., fp) une base de F'. On pose

ur = (e1,0p)
uz = (e2,0p)
Un, - (ena OF)
unt1 = (0g, f1)
unt2 = (0g,f2)
untp = (0, fp)




Soit (z,y) € E X F.

n P
{El(xl,...,:r;n) eK", x = ineiﬂ(yl,...,yn) ceK", z= Zyjfj

j=1
P
(z,y) = < yjfj)
=1 =1

n
n P
zi(e; +0F) + Zyj(OEvfj)
=1

=2
K
n P
= Zérzuz F Zyjun+j
j=1

i=1

=

L€,

j=1

Donc, E x F = Vect(u1,...,upntp) donc E X F est de dimension finie.

Soit (A1, -5 Antp) € K™TP tel que

n+p

(%) : Z Awup =0gxr = (0p,0F)
k=1
n P
(*) < D> Mler,0r)+ > M(0m, fr—n) = (08,0r)
k=1 k=n+1
n
Z Ager = 0g
— (=]
Z Aefrk—n = 0F
k=n+1
Vk € [1,n], \x = 0k (car (e1,...,en) est libre)
Vk € n+1,n+p],\k =0 (car (f1,...,frn) est libre)
Donc (u1,...,Untp) est une base de E X F. Donc, dim(E X F) = n + p = dim(E) +
dim(F) O

REMARQUE (Convention):

dim ({0g}) =0

Théoréme: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un sous-espace vecto-
riel de E. Alors, F est de dimension finie et dim(F") < dim(E)
Si dim(F) = dim(E), alors F = E

Preuve:
On considére

A = {k € IN | il existe une famille libre de F' & k éléments}

On suppose F # {0g}.
— Soit u € F\ {0g}. (u) est libre donc 1 € A et donc A # &

— Soit .Z une famille libre de F. Alors, .£ est une famille libre de E
donc #.¥ < dim(F)




Donc A est majorée par dim(E)
On en déduit que A a un plus grand élément p.

— Soit .Z une famille libre de F' avec p éléments.
Si.Z n’engendre pas F, alors il existe u € F' tel que u ¢ Vect(.Z) et donc L U{u}
est une famille libre de F', donc p+ 1 € A en contradiction avec la maximalité de
.
Donc .Z est une base de F donc F est de dimension finie et dim(F) = p < dim(F)

Soit Z une base de F. Alors, 4 est aussi une famille de libre de de E. Donc #% < dim(FE)
donc dim(F') = dim(E)
Si dim(F) = dim(E), alors Z est une base de E, et donc F' = Vect(%) = E O

Proposition (Formule de Grassmann): Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, F' et G deux sous-espace vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Preuve:

Soit (e1,...,ep) une base de FNG. (e1,...,ep) est une famille libre de F.

On compléte (e1,...,ep) en une base (e1,...,ep,u1,...,uq) de F.

De méme, on compléte (e1,...,ep) en une base (e1,...,ep,v1,...,v,) de G.

On pose # = (e1,...,€p,Ul,...,Uq, V1,...,Vr). Montrons que # est une base de '+ G

— Soitu € F+G
veF

On pose u = v + w avec
P {wEG

p q
On pose v = Z)‘iei +Z,u¢ui avec (A1, .-, Ap, ft1, -+ -, Ag) € KPTY

i=1 i=1
P s
On pose aussi w = Z Nei + Z vjv; avec (A}, ..., )‘1/07 vi,...,vp) € KPTT
i—1 j=1
D’ou,
P q r
u = Z()‘l + Xe; + Z Miu; + Z Vv € Vect(%)
i=1 j=1 k=1
— Soient (A1, ..., Ap, 1, - s Mgy V1, - - -, Up) € KPTITT,

On suppose

4 q s
() D oNiei+ Y pjus+ > vrvg =0p
i=1 =1 k=1

D’ou,
P q r
D diei+ Y pug == vivk
i=1 j=1 k=1
N———
EF €G
Donc,
P q
F=> Xei+ Y pju; e FNG
i=1 j=1
Comme (e1,...,ep) est une base de F NG, (A%, .. .,)\;,) € KP? tel que

P p q
= Z)\;el = Z)\gel + ZO]Kuj
=1 =1 =i



Comme (e1,...,€p,u,...,uUq) est une base de F,
vk € [1, 4], 15 = Ok

De méme,
Vk € [1,r] , vk = Ok

On remplace dans (%) pour trouver

P
Z Nie; =0g
i=1

Comme (e, ...,ep) est libre,
Vi € Hl,p]] , A = 0k

Donc £ est libre.
Donc,
dim(F+G)=p+q+r
=P+a+@+r)—p
= dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Corollaire: Avec les hypothése précédentes,

FNnG={0g}

E=F&G < {dim(E) = dim(F) + dim(G)

Preuve: “ =" On suppose £ =F &G
Comme la somme est directe, F NG = {0g}

dim(F) = dim(F)
= dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G)
= dim(F) 4 dim(G)

“ <=7 On suppose FNG ={0g} et dim(E) = dim(F') + dim(G).
On sait déja que F+G =F & G

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) = dim(E)

Donc F+G=F

Proposition: Soit F' un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit & = (ey, . ..

:en)



une base de F'. L’application

K" —F

n
()\1,...,/\’”)'—)2)\1‘61‘

=1

est bijective.
Si KK est infini, K" aussi et donc F' aussi.
Si #K = p € N,,

#K" =p"

I
#F



