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Premiére partie

Définition



I Définition

Définition: — Un polynome & coefficients dans K est une suite presque nulle de
KN

— Le polynéme nul, noté 0 est la suite nulle.

— Soit P = (an)nen un polynéme non nul.
{n € N | an, # Ok} est non-vide et majoré. Le degré de P est max{n € IN | a,, #
Ok}, et on le note deg(P) et ageg(py est le coefficient dominant de P, il est noté
dom(P).

— Le degré du polynéme nul est —co

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen €t @ = (bn)nen deux polyndmes a
coefficients dans K. Alors, P+ Q = (an + bn),, ¢ est un polynéme appelé somme de P

et Q.

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen €t @ = (bn)nen deux polynémes a
coefficients dans K. On pose

n
Vn € N,cn, = Z arpby, K
k=0

La suite (cn)pnen est presque nulle. Ce polynome est appelé produit de P et @ et noté
PQ.

REMARQUE (Notation):
Soit P = (an)nenN, un polynéme a coefficients dans K et A € K. Le polynéome (Aan)nen est
noté AP

REMARQUE (Notation):
On pose X = (0K, 1Kk, 0K, . ..) = (01,n)neN

Théoréme: Soit P = (an)nen un polyndme non nul a coefficients dans K. Alors

n
P:Zaka ot n = deg(P) et X° = (1,0,...)
k=0

REMARQUE (Notation):
On note K[X] I’ensemble des polynémes a coefficients dans K dont 'indéterminée (0, 1,0,...)
est notée X.

Proposition: (K[X],+, X, ) est une K-algébre commutative i.e.

1. (K[X],+, x) est un anneau commutatif



I Définition

2. (]K[X], —+, ) est un K-espace vectoriel
3. MAEKV(P,Q) € (KIX)LA- (PxQ =MA-P)xQ=Px Q)

REMARQUE:
(Mn(K),+, X, ) est une K-algébre non commutative (si n > 1)

K — IK[X]

Proposition: i : A s AXO

est un morphisme d’algébre injectif, i.e.
i+ 1) = (V) + (1)

VA 1€ K, {z’()\ o) = i(A) X i)

et i est injective.

REMARQUE (Notation):
On identifie A € K avec A X° € K[X]. Ainsi, on peut écrire X9 = 1, on peut écrire 2+ X +3X?2
au lieu de 2X9 + X +3X2

Proposition: Soient P,Q € K[X]

— deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q))
— Si deg(P) # deg(Q), alors

— deg(P + Q) = max ( deg(P),deg(Q))

dom(P si deg(P) > deg(Q)

dom(P +Q) m(Q) si deg(P) < deg(Q)
— Si deg(P) = deg(Q) et dom( ) + dom(Q) # 0,

o {deg(P +Q) = deg(P) = deg(Q)

dom(P + Q) = dom(P) + dom(Q)

— Si deg(P) = deg(Q) et deg(P) + deg(Q) = 0, alors deg(P + Q) < deg(P)

vx_/

Proposition: Soient P,Q € K[X]. Alors

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)




Deuxiéme partie

Evaluation



1I Evaluation

n
Définition: Soit A une K-algébre et P € IK[X]. On pose P = Z er X", Soit a € A.
k=0
On pose

n
P(a) = Z era®
k=0

=eplg+eiatea®+ - +ea” €A

On dit qu’on a évalué P en a, ou spécialisé X avec la valeur de a, ou remplacé X par a,
substitué a & X.

Définition: Soit P € K[X] et a € K.
On dit que a est une racine de P si P(a) = Ok.

Définition: Soit P € K[X] € #,(K). On dit que c’est un polynéme de matrices.

n
Définition: Soient P,Q € K[X], P =Y az X"
k=0

Alors P(Q) = i arQ* € K[X]
k

=0
C’est la composée de P et Q.

REMARQUE (/\ Attention):
Ne pas confondre P(X + 1) et P(X + 1).
—— ——

composée produit

OnaP(X+1)=(X+1)P=P(X)(X+1)=Px (X+1)
——

produit

Q#0
P#0

Proposition: Soient P, Q € K[X] avec { .Ona

deg (P(Q)) = deg(P) x deg(Q)

Théoréme: Soit A une K-algébre. L’application

¢ : K[X] — A4
A — A
gt a +— P

(a)

vérifie




1I Evaluation

1. VP,Q € K[X], (P + Q) = ¢(P) + ¢(Q)
2. VP,Q € K[X],o(PQ) = ¢(P) x ¢(Q)
3. VA € K, VP € K[X], o(AP) = Ap(P)

Définition: Soit P € K[X],
n
P=> apX*
k=0

Le polynéme dérivé de P est

n n
P'=) kapXF1 =" kapX*!
k=0 k=1

ou
Vk € [1,n],kar = ar + - - + ag,
———
k fois
Onyar = Ok
REMARQUE:
. R — R
SiPeR[X], fp: 5 e ()
R — R
fpr: 2 — Pa) alors fpr = fp
Proposition:

deg(P) —1 si deg(P) >0

(o) sinon

VP € K[X],deg(P') = {

Proposition: Soient P,Q € K[X] et A € K.
L (P+Q) =P +@
2. (PQ) =P'Q+ PQ’
3. (AP) = \P’

Définition: Pour k € IN, on définit la dérivée k-iéme d’un polynéome P € K[X] par
—sik=0,P® =p
—sik=1, PO =p

— sik>1, P®) = (p(kﬂ))’




II

Evaluation

Proposition:

0

()
. % k — i
Vk’,]E]N7(X) {k(k_l)...(k—j—i-l)Xk]—

Proposition: Soient P,Q € K[X], A € K
1. Vke N, (P+ Q)R = pk) 4 @)

k
2. Vk € N,(PQ)® =3 (’?)me(k—i)
(2

1=0
3. Vk € IN, \P)F) = xpk)




Troisiéme partie

Arithmétique dans K[X]



111 Arithmétique dans K[X]

Définition: Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B (dans K[X]) s’il existe C' €
K[X] tel que

AC =B

On dit dans ce cas que A est un diviseur de B ou que B est un multiple de A. On le
note alors A | B

On dit que A et B sont associés s’il existe A € K \ {0} tel que A = AB. 1l s’agit d’une
relation d’équivalence.

Proposition: Soient A, B € K[X].

A|B

<= A et B sont associés
B|A

Lemme: IK[X] est un anneau intégre.

Lemme:
K[X]* =K\ {0}

Proposition: | est une relation réflexive et transitive. O

Proposition: Soient A, B,C € K[X] tels que A | Bet A | C. Alors

V(P,Q) € K[X]?,A | BQ +CP

Proposition — Définition: Soit A € K[X], B € K[X] \ {0}.

A=PQ+R

(P, Q) € KIXP, {deg(R) < deg(B)

On dit que @ est le quotient et R le reste de la division (euclidienne) de A par B.

Théoréme: Soit P € K[X] et a € K.

Pla)=0 < X —a|P
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111 Arithmétique dans K[X]

Corollaire: Soit P € K[X] non nul de degré n. Alors, P a au plus n racines distinctes
dans K

Définition: Soient A et B deux polyndmes dont I'un au moins est non nul, D € K[X].
On dit que D est un PGCD de A et B si D est un diviseur commun de A et B et de
degré maximal.

Proposition: Avec les hypothése précédents, deux PGCD quelconques de A et B sont
nécessairement associés

|
REMARQUE:
Dans la preuve précédente, on a aussi montré les deux propositions suivantes.
Théoréme (Théoréme de Bézout): Soient A, B € K[X] tels que A # 0 ou B # 0
Soit D un PGCD de A et B. Alors
I(U,V) € K[X]?,AU + BV = D
|
Proposition: Avec les hypothéses précédents,
VA € K[X],
Al A
< A|D
A| B
|

Définition: On dit qu'un polynéme est unitaire si sont coefficient dominant vaut 1.

Proposition — Définition: Soient A et B deux polyndémes dont I'un au moins est
non nul. Parmi tous les PGCD de A et B, un seul est unitaire. On le note A A B.

Proposition: Soient A, B € K[X]| avec B # 0. Soit R le reste de la division de A par
B. Alors,
AANB=BAR
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11

Arithmétique dans K[X]

Théoréme (Théoréme de Gauf): Soient A, B,C trois polyndémes non nuls tels que
A | BC
AANB=1

Alors, A | C

Corollaire: Avec les notations précédentses,

A|B
B|C = AB|C
ANB=1

Proposition: Soient A et B deux polynémes non nuls et D un PGCD de A et B. Soit
z € K.

A(z) =B(z) =0 <= D(X)=0

Définition: Soit P € K[X].

On dit que P n’est pas irréductible si il existe (Q, R) € K[X]? non constants tels que
P = QR ou si P est constant.

Sinon, on dit que P est irréductible.

Théoréme (Théoréme de D’Alembert - Gauk):

VP € C[X] non constant, Ja € C, P(a) =0

Corollaire: Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactemenent les polynémes de
degreé 1.
|

Définition: Soit P € K[X] et a € K, u € IN.
On dit que a est une racine de P de multiplicité u si

(X —a)* | P
(X —a)*t1 4P

Sip =1, on dit que a est une racine simple.
Si = 2, on dit que a est une racine double.
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111 Arithmétique dans K[X]

REMARQUE:
a est une racine de multiplicité 0 si et seulement si P(a) # 0

Lemme: Soient (4, B) € R[X]? non nuls. On suppose que A divise B dans C[X]
Alors, A divise B dans R[X]
|
Proposition: Soit P € R[X] et a € C\ R, p € N.
Si a est une racine de P de multiplicité p alors @ est une racine de P de multiplicité pu.
|
Corollaire: Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 et les
polynémes de degré 2 a discriminant strictement négatifs.
|
Théoréme: Soit K =R ou C.
Tout polynoéme de K se découpe en produit de facteurs irréductibles dans IK[X] et cette
décomposition est unique & multiplication par une constante non nulle prés. O
Proposition: Soient A, B € C[X]| non nuls.
Va € C, si a est une racine de A de multiplicité p € IN,
A|B <~ . -
alors a est racine de B avec une multiplicité > p
|
Proposition: Soit P € C[X]| de degré n >0
Alors P a exactement n racines comptées avec multiplicité.
|
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Quatriéme partie

L’espace vectoriel K| X]
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v L’espace vectoriel K[X]

REMARQUE (Rappel):
(K[X],+, ) est un K-espace vectoriel engendré par (1, X, X2 .. 2

Proposition: La famille (X™),cn est libre.

Corollaire:
dim (K[X]) = 400

Définition: Pour n € N, on note

Kn[X] = {P € K[X] | deg(P) < n}

Théoréme: K, [X] est un sous-espace vectoriel de IK[X] de dimension n + 1

Proposition: Soit (P;);er une famille de polynémes non nuls telle que

Vi # j, deg(P;) # deg(P;)
Alors (P;);er est libre.

Théoréme (Formule de Taylor): Soit P € K,[X] et a € K.

—~ P®)(a) k
P =Y T x—a)
k=0
Proposition: Soit P € K[X] et a € K.
a est une racine de P V< pu—1,P*(a) =0
de multiplicité g P (a) £0

Corollaire: Avec les notations précédentes, si a est une racine de P de multiplicité p,
alors a est une racine de P’ de multiplicité p — 1

O
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v L’espace vectoriel K[X]

Définition: On dit qu’un polynéme P est scindé sur K si P est un produit de poly-
némes de K[X] de degré 1, i.e. toutes les racines de P sont dans K

Définition: Soit (z1,...,2z,) € K™ avec
On pose
. X —x;
Vie [1,n],L; = H =3
=, @y = By
1<jsn
J#i
L; est le i-éme polynoéme interpolateur de Lagrange associé a (z1,...,Zn) :

Vj e [1,n], Li(x;) = 6,5

Proposition: Avec les notations précédentes, (L1, ..., Ly) est une base de K, _1[X].
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