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Exercice 8

— On suppose a # b.
P | P(X?) <= a et b sont racines de P(X?)
<« P(a®) = P(®) =0 — (a® =a ou a® =b) et (b> =a ou b3 =b)

a®=a a= a=1 a=-—1
{b3 —a <o ™ {be O o S {b € {~1,—j,—5}
= Pe{(X-1(X -5, X -1)(X -5, X +1)(X +4),( X +1)(X+5%}



3
a’ =a
{ ) donne des polynémes (en plus des précédents) dans

{X(X-1),X(X+1),(X -1)(X+1)}

3 3
a’=b a’>=b a

<~ <~— Jke]0,7], il
{b3:a {agza I ]]{b eSf

Il
®
o

On a donc,
{(x-a7) (x- ), x-pere, (x- ) (x - ) }
S
ER[X]
— On suppose a = b.
P|P(X?) ) =0
3a%P'(a®) =0
— a®=a

<~ a€{0,1,—-1}
— Pe{X%(X-13%(X+1)?}

Exercice 11

n!
g, =
(2n)!

((XZ o 1)77.)(”)

1. deg(Ln) =2n—n =n et dom(L,) =1 car

2. Soit @ € Ry—1[X].
n!

(2n)!

G

On pose frn : t+—

/ ' L®Q) dt = £V (O dt

=1
1

= [ wew)', - [ A V0@ a

f,(Lnfl)(l) = 0 car 1 est racine de (X2 — 1)” avec multiplicité n. De méme, f,(qnfl) (-1) =

0. Par récurence, a n fixé,

Vk € [0,n — 1], 2(k) : “/1 La()Q(t) dt = (—=1)* /1 £ ) QM (t) dr?
1 —1



1
& / Ly dt =0, t — Ly(t) est continue sur [—1,1] et n’est pas lapplication nulle.

—1

donc Ly change de signe sur [—1, 1] donc L,, a au moins une racine dans [—1,1].
Supposons que L, a une unique racine a dans [—1, 1] et qu’elle change de signes en a.
Donc, t +— Lp(t)(t — a) ne change pas de signes sur [—1, 1], est continue et d’intégrale

nulle. Donc c’est I'application nulle 4.

On prouve par récurrence sur k que ¢ — Ly (t) change de signe au moins k-fois. Avec
k = n, on trouve n racines disctinctes dans [—1, 1] et comme deg(L,) = n dong, il n’y

a pas plus de n racines.

Exercice 2

Dans C[X],

2. P=(X2-X+1)°+1

(2—241)2+1=0 < (P -2+1)°=-1

22— z41l=iouz’—2z+1=—i

— =z 5 z 3
Dans C,

P=(X—(1+))(X - (-))(X - (1-9) (X —1)
(X? —2X +2) (X? +1) € R[X]

Exercice 5

22" —2cos(na)z” +1 =0 <= 2" = eFne

27

<=>z€{em><e . |k€[[0,n71}]}u{e_m><e

14 (1+2i) 14 (1—2i)
=————— ouz=————

21

" ke [-(n—1),0]}




X2" _ 2cos(na)X™ +1

Exercice 7

£ 1 Kn[X] — Kn[X]
P—P-P

f est linéaire
PeKer(f) < P-P =0

<~ P=0

Donc f € GL(Kn[X]) et P, = f~1(X™)

n
Pp=) opX*
k=0

n n—1
Pl=> kopXF 1 =" (k4 Dagp X*
k=1 k=0
n—1
Po— P, =anX"+ > (ar — (k+ Daygq) X*
k=0

@i, = 11
Vk € [0,n—1],ar = (k+ 1)ag41

n!
ap=1=—
n!
n!
Qp_1 =N0p =N = ————
et " (n—1)!
n!
an—2=M—-—1ap,-1=nN—-1)n=———
n—2 ( )an—1 ( ) (n—2)!
Preuve par récurrence :
n!
oy e
"R T = k)l

Donc,

I
T
|
o

3
=
IS
+
¥
Ea
:II
&
N——
v
|
o
3
=}



Exercice 10

On pose
P=(X-2)(X -y)(X —2)
=X3— (z4+y+2)X>+ (zy+xz+y2)X —ayz
On pose
b=z+y+z
p=zxyz

q =2y +xz+yz
On sait que » = 0.
A2:(ﬂc+y+z)2
=22 + y? + 22 + 22y + 2yz + 222
—_—

2q
donc,
@4y’ 422
> q
0=P(z) =2 — sz’ +qz—p
0=Py)=y> s +q—p
0="P(2) =2 -0 +qz—p
D’ou,
24P+ 2% = —qs+3p=3¢g
donc
o3 +y3 4 23
5 _

On a aussi

0:275+Q$3—p$2
0=19"+qy* —py?
0225+q237p22

et donc
x5+y5+z5 = —3qp — 2qp = —5qp
donc
z° +y° +2° a? +y?+22 P4 ys 423



Exercice 12

o Z p(k)

Soit k € IN tel que

p(k)
P<"*1) 0)>0
P (0) >0
/\ L/-\
Exercice 15
On suppose deg(A) > deg(B).
deg(A — B) < deg(A)
Soient aq,...,ap les racines distinctes de A (et donc de B) avec a1, ..., o, leur multiplicité
en tant que racine de A et f1,...,p leur multiplicité en tant que racine de B.
Donc,
P
Z a; = deg(A
i=1
P
> Bi = deg(B
i=1
Vi, a; est une racine de A — B de multiplicité min (o, ;)
A-B=(A-1)—(B-1)
Soient af, ..., q les racines de A — 1 (et donc de B — 1) avec o, ..., oafz leur multiplicité en
tant que racine de A — 1, et 31,. .., Bq leur multiplicité en tant que racine de B — 1.
On remarque que {a1,...,ap} N{ay,...,ap} =@

Vi € [1,4] ,a; est racine de A — B avec multiplicité min(a;,ﬂé).
Vi, a; racone de A" avec multiplicité a; — 1. Vi, a} racone de A" avec multiplicité o/, — 1.

p q

(e = 1)+ (e — 1) < deg(A’) = deg(4) ~ 1

(=]



D’ou,
deg(A) — p + deg(A)g < deg(A) — 1

Donc
p+q>deg(A) +1

On a donc trouvé au moins p + ¢ racines différentes de A — B avec p + ¢ > deg(A — B). Donc
A—B=0

Exercice 17

Soient z,y,z € C. On pose

b=x+yYy+=z
q=xYy+x2+ Yz
p =Yz

et
P=X-2)(X -y)(X - 2)
=X3_sX?4gX —p

22=(@+y+2)?
=z?+y?+22+2

doncx2+y2+22:b272q

De plus,
0=Pz) =a®—s?+qr—p
0=P(y) =v’—s°+qy—p
0=P(z) =23—»2+qz—p
D’ou,
P +y? +2° =s@® +9y°+2%) —gle+y+2)+3p
= 5(s° —2q) — qb+3p
=53 —3qs+3p
et
et +yt 42t = 0@+ +2) —a(@® + 47+ %) +pe+y +2)
= (s> — 3gs+ 3p) — q(»” — 29) + ps
et

¥ +9° + 2% = o +yt+ 21 —q(@® + 97 + 2% +p(® + 4 +2%)



x2+y2+22:0 02—2q:0
4yt 422 =0 <= {83 —3qs+4p)=0

2P+ +25=0 —qb+3p=0
A2:2q
=0 »#0
< (5=0 ou ¢ q#0
=0 3p=qg»s

A373qb+4p=0
,b2:2q

<= b5=q=0 ou 3p=aq»

4
b5(2—-34+—-)=0
q( +3)

<= x,y, z sont racines de X3 —p = 0 avec p € C quelconque

< »=q=0

. . . -2
= {y a x]‘2 ou {y zj avec x € C quelconque
z=2xj z2=xj

Vérification :

o +y? +22 =22 (1+5% 4+ =2’ (L +5+57)
ot +yt 2t =2t 1+ + 5% =2 (1 + 5+ %)
2’ +4° +2° =21 +5° +30) =2 (L +5 +57)

0
0
0

Exercice 1
P=(X-a)(X-0)Q+R
deg R < 2
Donc, R = aX + 8 avec o, 8 € K.

On a

Donc,




Exercice 4

S

A= PZ Pz irreductible

b
B = H Qi Q; irreductible

A?| B2 <= Vie[1,7],3j €[1,4],P; = P
<~ Alb

Exercice 19 (supplémentaire)

Trouver tous les P € R[X] tels que

XP(X +1) = (X +4)P(X)

ANALYSE Soit P € R[X] tel que

XP(X+1)=(X+4)P(X)
En remplagant X par 0, on obtient
4P(0) =0

donc 0 est racine de P.
En replagant X par —4, on obtient

—4P(=3)=0

donc —3 est une racine de P.
En remplagant X par —3, on obtient

—3P(=2) = —P(=3) =0

donc —2 est racine de P.
En replagant X par —2, on obtient

—2P(-1) = —2P(-2) =0
donc —1 est racine de P.

D’ou,
P = X(X + 1)(X +2)(X +3) Q(X)



avec @ € R[X].
Donc,
XX +1)(X+2)(X+3)(X +4)Q(X +1)
= (X +4)X(X +1)(X +2)(X +3) Q(X).
Comme R[X] est intégre,
QX)) =Q(X +1).

Si @ n’est pas constant, alors (Q a au moins une racine a € C et alors
Vk € N,Q(a+ k) = Q(a) =0.

Donc, @ a une infinité de racines donc Q = 0.
Donc @ est constant.
SyNTHESE Soit A € R et
P=XX(X+1)(X +2)(X +3).

On vérifie aisément que
XP(X+1)=(X+4)P(X).

Exercice 13
P2+a%na pas de racines réelles.
Soit z une racine de P? + a? de multiplicité au moins 2. Donc z est une racine de 2P’ P.

P(xz) #0

) car P et P’ sont scindés sur R. 4
P'(z) #0

r&]Rdonc{

Exercice 18

Vz,Bz o(z) = (1 — z)3
Bs.1(z) = 3x(1 — z)?
B3 a(x) = 32%(1 — 2)

B3 3(z) = z°

10



(b)

donc

Bs,

Bs

n

i b =Y (1)xh@—x)n*
k=0

o=@
=(X+1

Vz € [0,1], By x(z) = (

— X)n

n

k)“”k(l )

n
> Bpi(z)=1
k=0

Vx € [[07 1]]’Bn,k(£r) <1

11

i kB = i k:(n>Xk(1 - X)nfk
k=1 1 k
_ ® n! JEOR——
D N TTE TR
n " 1 ; B
:nz; (k71>Xk(1—X) k
n—1 . |
=0 Xj+1(1_X)n_1_j
j=0 ( J )
n—1 . N
=nX Xj(l X)’ﬂ—l—k
j=0 ( )
= TLX(X + 1l = X)n_l
=nX



n n

S k(k - 1)(Z>X’“(1 —x)mE =3 #(’n_k)!xm — x)nk

k=2 k=2
=13 (12 ;)X’“(l —x)nk
5=2

n—2 — ) )
—n(n—1) ) X921 — X))
=)

=n(n—1)X3(X +(1-X))"?
=n(n—1)X2

NE

n
Vke[,n—1],> k*Bpr=>_ k((k—1)+1)Bns

k=1 k=1
n n
=D k(k=1)Bunk + > kBuk
k=1 k=1
=n(n—1)X24+nX
=n?X2 4+ n(X — X?)
;70 = 771(1 — X)n_l =-nBn_10
Bl ,=nX""!'=nBn_ 1,1

B = () (51037 - -y - )

_ n(Z:DX’C_l(l — x)n=k —n(

=nB,_1k-1—nBn_1%

n—1

Xk 1-—X n—k—1
n—k—l) ( )

. On montre par récurrence sur n que (Bj, i)o<k<n est libre.
Soient (Ag)o<k<n € R™T!. On suppose que

n
> AeBni =0
k=0

Donc
n—1
—nAoBn-1,0 + nA\nBn—1,n-1 + Z nAL(Bn—1,k—1 — Bn_1,1) =0
k=1
Donc
n—2 n—1
—XoBn-1,0 + A\nBn-1n-1+ Z Aj+1Bn—1,j+1 — Z ABrn_1,=0
j=0 k=1
Donc
n—2
()\1 — )\O)Bn—l,O = ()\n — )\n—l)Bn—l,n—l =+ Z()\k+1 — )‘k)anl,k =0
k=1

D’aprés ’hypothése de récurrence,

A — X =0\, —A\p_1 =0Vk € [[17n—2]]7)\k+1 — A =0

12



Donc
Vk € [[O,n]] AL = Ao

D’ou
n

> AoBnk =0

k=0
donc

/\0 x1=0
et donc
X =0

Donc

VEk € [0,n], A\ =0
5. (a) Soient P,Q € R, [X], A, 1 € R.

n

BOAP+4uQ) = Y (AP + Q) (%) Bk

k=0

= é ()\P (S) + Q@ (S)) Bk
= Aép (%) Bk +N§Q (%) Bn i
= AB(P) + uB(Q)

Vk, deg(By, k) <n

donc
VP € R[X],deg (B(P)) <n

Ker(B) = {P € Ru[X] | i P (S) Bng = o}

k=0
_ o}

. {Pean[X] | vk € [0,n], P (%

= {0}

~—

donc B injective et donc B est bijective.

13
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