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Exercice 8
— On suppose a 6= b.

P | P (X3) ⇐⇒ a et b sont racines de P (X3)

⇐⇒ P (a3) = P (b3) = 0 ⇐⇒ (a3 = a ou a3 = b) et (b3 = a ou b3 = b)

Or,{
a3 = a

b3 = a
⇐⇒

�
�
�
�{

a = 0

b = 0
ou

{
a = 1

b ∈ {�1, j, j
2}

ou

{
a = −1
b ∈ {�−1,−j,−j2}

⇐⇒ P ∈
{
(X − 1)(X − j), (X − 1)(X − j2), (X + 1)(X + j), (X + 1)(X + j2)

}
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{
a3 = a

b3 = b
donne des polynômes (en plus des précédents) dans

{
X(X − 1), X(X + 1), (X − 1)(X + 1)

}
{
a3 = b

b3 = a
⇐⇒

{
a3 = b

a9 = a
⇐⇒ ∃k ∈ J0, 7K ,

{
a = e

ikπ
4

b = e
3ikπ

4

On a donc,{(
X − ei

π
4

)(
X − e

3iπ
4

)
, (X − i)(X + i)︸ ︷︷ ︸

∈R[X]

,
(
X − e

5iπ
4

)(
X − e

−iπ
4

)}

— On suppose a = b.

P | P (X3) ⇐⇒
{
P (a3) = 0

3a2P ′(a3) = 0

⇐⇒ a3 = a

⇐⇒ a ∈ {0, 1,−1}

⇐⇒ P ∈
{
X2, (X − 1)2, (X + 1)2

}

Exercice 11

Ln =
n!

(2n)!

(
(X2 − 1)n

)(n)
1. deg(Ln) = 2n− n = n et dom(Ln) = 1 car

Ln =
n!

(2n)!

n∑
k=0

(n
k

)(
X2k

)(n)
(−1)n−k

=
n!

(2n)!

n∑
k=0

(n
k

) (2k)!

(2k − n)!
X2k−n(−1)n−k

2. Soit Q ∈ Rn−1[X].

On pose fn : t 7→
n!

(2n)!

(
t2 − 1

)n
∫ 1

−1
Ln(t)Q(t) dt = f

(n)
n (t)Q(t) dt

=
[
f
(n−1)
n (t)Q(t)

]1
−1
−
∫ 1

−1
f
(n−1)
n (t)Q′(d) dt

f
(n−1)
n (1) = 0 car 1 est racine de

(
X2 − 1

)n avec multiplicité n. De même, f (n−1)
n (−1) =

0. Par récurence, à n fixé,

∀k ∈ J0, n− 1K ,P(k) : “

∫ 1

−1
Ln(t)Q(t) dt = (−1)k

∫ 1

−1
f
(n−k)
n (t)Q(k)(t) dt”
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3.
∫ 1

−1
Ln dt = 0, t 7→ Ln(t) est continue sur [−1, 1] et n’est pas l’application nulle.

donc Ln change de signe sur [−1, 1] donc Ln a au moins une racine dans [−1, 1].
Supposons que Ln a une unique racine a dans [−1, 1] et qu’elle change de signes en a.
Donc, t 7→ Ln(t)(t− a) ne change pas de signes sur [−1, 1], est continue et d’intégrale
nulle. Donc c’est l’application nulle  .
On prouve par récurrence sur k que t 7→ Ln(t) change de signe au moins k-fois. Avec
k = n, on trouve n racines disctinctes dans [−1, 1] et comme deg(Ln) = n donc, il n’y
a pas plus de n racines.

Exercice 2
1.

z4 + 1 = 0 ⇐⇒ z4 = −1 = eiπ

⇐⇒ z ∈
{
e
iπ
4 , e

3iπ
4 , e

5iπ
4 , e

7iπ
4

}
Dans C[X],

X4 − 1 =
(
X − e

iπ
4

)(
X − e

3iπ
4

)(
X − e

5iπ
4

)(
X − e

7iπ
4

)
=
(
X − e

iπ
4

)(
X − e

7iπ
4

(
X − e

3iπ
4

)(
X − e

5iπ
4

))
=
(
X2 − 2 cos

(π
4

)
X + 1

)(
X2 − 2 cos

(
3π

4

)
X + 1

)
=
(
X2 −

√
XX + 1

)(
X2 +

√
2X + 1

)
∈ R[X]

2. P =
(
X2 −X + 1

)2
+ 1

(
z2 − z + 1

)2
+ 1 = 0 ⇐⇒

(
z2 − z + 1

)2
= −1

⇐⇒ z2 − z + 1 = i ou z2 − z + 1 = −i

⇐⇒ z =
1± (1 + 2i)

2
ou z =

1± (1− 2i)

2

Dans C,

P =
(
X − (1 + i)

)(
X − (−i)

)(
X − (1− i)

)(
X − i

)
=
(
X2 − 2X + 2

) (
X2 + 1

)
∈ R[X]

Exercice 5

z2n − 2 cos(na)zn + 1 = 0 ⇐⇒ zn = e±ina

⇐⇒ z ∈
{
eia × e

2ikπ
n | k ∈ J0, n− 1K

}
∪
{
e−ia × e

2ikπ
n | k ∈ J−(n− 1), 0K

}
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X2n − 2 cos(na)Xn + 1 =

n−1∏
k=0

(
X − ei(a+

2kπ
n )
) n−1∏
k=0

(
X − ei(−a+

2kπ
n )
)

=

n−1∏
k=0

(
X2 − 2 cos

(
a+

2kπ

n

)
X + 1

)

Exercice 7

f : Kn[X] −→ Kn[X]

P 7−→ P − P ′

f est linéaire

P ∈ Ker(f) ⇐⇒ P − P ′ = 0

⇐⇒ P = 0

Donc f ∈ GL
(
Kn[X]

)
et Pn = f−1(Xn)

Pn =

n∑
k=0

αkX
k

P ′n =

n∑
k=1

kαkX
k−1 =

n−1∑
k=0

(k + 1)αk+1X
k

Pn − P ′n = αnX
n +

n−1∑
k=0

(
αk − (k + 1)αl+1

)
Xk

{
αn = 1

∀k ∈ J0, n− 1K , αk = (k + 1)αk+1

αn = 1 =
n!

n!

αn−1 = nαn = n =
n!

(n− 1)!

αn−2 = (n− 1)αn−1 = (n− 1)n =
n!

(n− 2)!

Preuve par récurrence :

αn−k =
n!

(n− k)!

Donc,

Pn =
n∑
k=0

n!

k!
Xk
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Exercice 10
On pose

P = (X − x)(X − y)(X − z)

= X3 − (x+ y + z)X2 + (xy + xz + yz)X − xyz

On pose 
¯s = x+ y + z

p = xyz

q = xy + xz + yz

On sait que ¯s = 0.

¯s2 = (x+ y + z)2

= x2 + y2 + z2 + 2xy + 2yz + 2xz︸ ︷︷ ︸
2q

donc,
x2 + y2 + z2

2
= −q

0 = P (x) = x3 − ¯sx2 + qx− p

0 = P (y) = y3 − ¯sy2 + qy − p

0 = P (z) = z3 − ¯sz2 + qz − p

D’où,
x3 + y3 + z3 = −q ¯s+ 3p = 3q

donc
x3 + y3 + z3

3
= p

On a aussi

0 = x5 + qx3 − px2

0 = y5 + qy3 − py2

0 = z5 + qz3 − pz2

et donc
x5 + y5 + z5 = −3qp− 2qp = −5qp

donc
x5 + y5 + z5

5
= −qp =

x2 + y2 + z2

2
×
x3 + y3 + z3

3
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Exercice 12

P =

n∑
k=0

P (k)(0)

k!
Xk

Soit k ∈ N tel que 
P (k)(0) = 0

P (k−1)(0) > 0

P (k+1)(0) > 0

Exercice 15
On suppose deg(A) > deg(B).

deg(A−B) 6 deg(A)

Soient a1, . . . , ap les racines distinctes de A (et donc de B) avec α1, . . . , αp leur multiplicité
en tant que racine de A et β1, . . . , βp leur multiplicité en tant que racine de B.
Donc, 

p∑
i=1

αi = deg(A)

p∑
i=1

βi = deg(B)

∀i, ai est une racine de A−B de multiplicité min(αi, βi)

A−B = (A− 1)− (B − 1)

Soient a′1, . . . , a
′
q les racines de A− 1 (et donc de B − 1) avec α′1, . . . , α

′
q leur multiplicité en

tant que racine de A− 1, et β′1, . . . , β
′
q leur multiplicité en tant que racine de B − 1.

On remarque que {a1, . . . , ap} ∩ {a′1, . . . , a′q} = ∅

∀j ∈ J1, qK , a′j est racine de A−B avec multiplicité min(α′j , β
′
j).

∀i, ai racone de A′ avec multiplicité αi − 1. ∀i, a′i racone de A′ avec multiplicité α′i − 1.

p∑
i=1

(αi − 1) +

q∑
i=1

(α′j − 1) 6 deg(A′) = deg(A)− 1
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D’où,
deg(A)− p+ deg(A)q 6 deg(A)− 1

Donc
p+ q > deg(A) + 1

On a donc trouvé au moins p+ q racines différentes de A−B avec p+ q > deg(A−B). Donc
A−B = 0

Exercice 17
Soient x, y, z ∈ C. On pose 

¯s = x+ y + z

q = xy + xz + yz

p = xyz

et

P = (X − x)(X − y)(X − z)

= X3 − ¯sX2 + qX − p

¯s2 = (x+ y + z)2

= x2 + y2 + z2 + 2q

donc x2 + y2 + z2 = ¯s2 − 2q
De plus, 

0 = P (x) = x3 − ¯sx2 + qx− p
0 = P (y) = y3 − ¯sy2 + qy − p
0 = P (z) = z3 − ¯sz2 + qz − p

D’où,

x3 + y3 + z3 = ¯s(x2 + y2 + z2)− q(x+ y + z) + 3p

= ¯s(¯s2 − 2q)− q ¯s+ 3p

= ¯s3 − 3q ¯s+ 3p

et

x4 + y4 + z4 = ¯s(x3 + y3 + z3)− q(x2 + y2 + z2) + p(x+ y + z)

= ¯s(¯s3 − 3q ¯s+ 3p)− q(¯s2 − 2q) + ps

et

x5 + y5 + z5 = ¯s(x4 + y4 + z4)− q(x3 + y3 + z3) + p(x2 + y2 + z2)
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x2 + y2 + z2 = 0

x4 + y4 + z4 = 0

x5 + y5 + z5 = 0

⇐⇒


¯s2 − 2q = 0

¯s(¯s3 − 3q ¯s+ 4p) = 0

−q ¯s+ 3p = 0

⇐⇒


0 = 0

¯s = 0

q = 0

ou



¯s2 = 2q

¯s 6= 0

q 6= 0

3p = q ¯s
¯s3 − 3q ¯s+ 4p = 0

⇐⇒ ¯s = q = 0 ou


¯s2 = 2q

3p = q ¯s
q ¯s
(
2− 3 +

4

3

)
= 0

⇐⇒ ¯s = q = 0

⇐⇒ x, y, z sont racines de X3 − p = 0 avec p ∈ C quelconque

⇐⇒
{
y = xj

z = xj2
ou

{
y = xj2

z = xj
avec x ∈ C quelconque

Vérification :

x2 + y2 + z2 = x2(1 + j2 + j4) = x2(1 + j + j2) = 0

x4 + y4 + z4 = x4(1 + j4 + j8) = x4(1 + j + j2) = 0

x5 + y5 + z5 = x5(1 + j5 + j10) = x5(1 + j + j2) = 0

Exercice 1
{
P = (X − a)(X − b)Q+R

degR < 2

Donc, R = αX + β avec α, β ∈ K.

{
P (a) = R(a) = αa+ β

P (b) = R(b) = αb+ β

(
a 1
b 1

)(
α
β

)
=

(
P (a)
P (b)

)

On a (
a 1
b 1

)−1

=
1

a− b

(
1 −1
−b a

)
Donc, (

α
β

)
=

1

a− b

(
P (a)− P (b)
−bP (a) + aP (b)

)
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Exercice 4

A =

r∏
i=1

Pi Pi irreductible

B =

¯s∏
j=1

Qi Qi irreductible

donc

A2 =

r∏
i=1

P 2
i

B2 =

¯s∏
j=1

Q2
i

A2 | B2 ⇐⇒ ∀i ∈ J1, rK , ∃j ∈ J1, ¯sK , Pi = Pj

⇐⇒ A | b

Exercice 19 (supplémentaire)
Trouver tous les P ∈ R[X] tels que

XP (X + 1) = (X + 4)P (X)

Analyse Soit P ∈ R[X] tel que

XP (X + 1) = (X + 4)P (X)

En remplaçant X par 0, on obtient

4P (0) = 0

donc 0 est racine de P .
En replaçant X par −4, on obtient

−4P (−3) = 0

donc −3 est une racine de P .
En remplaçant X par −3, on obtient

−3P (−2) = −P (−3) = 0

donc −2 est racine de P .
En replaçant X par −2, on obtient

−2P (−1) = −2P (−2) = 0

donc −1 est racine de P .
D’où,

P = X(X + 1)(X + 2)(X + 3)Q(X)
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avec Q ∈ R[X].
Donc,

X(X + 1)(X + 2)(X + 3)(X + 4)Q(X + 1)

= (X + 4)X(X + 1)(X + 2)(X + 3)Q(X).

Comme R[X] est intègre,
Q(X) = Q(X + 1).

Si Q n’est pas constant, alors Q a au moins une racine a ∈ C et alors

∀k ∈ N, Q(a+ k) = Q(a) = 0.

Donc, Q a une infinité de racines donc Q = 0.
Donc Q est constant.

Synthèse Soit λ ∈ R et
P = λX(X + 1)(X + 2)(X + 3).

On vérifie aisément que
XP (X + 1) = (X + 4)P (X).

Exercice 13
P 2 + α2 n’a pas de racines réelles.

Soit x une racine de P 2 + α2 de multiplicité au moins 2. Donc x est une racine de 2P ′P .

x 6∈ R donc

{
P (x) 6= 0

P ′(x) 6= 0
car P et P ′ sont scindés sur R.  

Exercice 18
1.

∀x,B3,0(x) = (1− x)3

B3,1(x) = 3x(1− x)2

B3,2(x) = 3x2(1− x)

B3,3(x) = x3
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B3,3

B3,2B3,1

B3,0

2. (a)

n∑
k=0

bn,k =

n∑
k=0

(n
k

)
Xk(1−X)n−k

= (X + 1−X)n

= 1

∀x ∈ [0, 1], Bn,k(x) =
(n
k

)
xk(1− x)n−k > 0

n∑
k=0

Bn,k(x) = 1

donc
∀x ∈ J0, 1K , Bn,k(x) 6 1

(b)

n∑
k=1

kBn,k =

n∑
k=1

k
(n
k

)
Xk(1−X)n−k

=

n∑
k=1

n!

(k − 1)!(n− k)!
Xk(1−X)n−k

= n

n∑
k=1

(n− 1

k − 1

)
Xk(1−X)n−k

= n

n−1∑
j=0

(n− 1

j

)
Xj+1(1−X)n−1−j

= nX

n−1∑
j=0

(n− 1

j

)
Xj(1−X)n−1−k

= nX(X + 1−X)n−1

= nX
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n∑
k=2

k(k − 1)
(n
k

)
Xk(1−X)n−k =

n∑
k=2

n!

(k − 2)!(n− k)!
Xk(1−X)n−k

= n(n− 1)

n∑
k=2

(n− 2

k − 2

)
Xk(1−X)n−k

= n(n− 1)

n−2∑
j=0

(n− 2

j

)
Xj+2(1−X)n−2−j

= n(n− 1)X2
(
X + (1−X)

)n−2

= n(n− 1)X2

∀k ∈ J1, n− 1K ,
n∑
k=1

k2Bn,k =
n∑
k=1

k
(
(k − 1) + 1

)
Bn,k

=
n∑
k=1

k(k − 1)Bn,k +
n∑
k=1

kBn,k

= n(n− 1)X2 + nX

= n2X2 + n(X −X2)

B′n,0 = −n(1−X)n−1 = −nBn−1,0

B′n,n = nXn−1 = nBn−1,n−1

3.

B′n−k =
(n
k

)(
kXk−1(1−X)n−k − (n− k)Xk(1−X)n−k−1

)
= n

(n− 1

k − 1

)
Xk−1(1−X)n−k − n

( n− 1

n− k − 1

)
Xk(1−X)n−k−1

= nBn−1,k−1 − nBn−1,k

4. On montre par récurrence sur n que (Bn,k)06k6n est libre.
Soient (λk)06k6n ∈ Rn+1. On suppose que

n∑
k=0

λkBn,k = 0

Donc

−nλ0Bn−1,0 + nλnBn−1,n−1 +

n−1∑
k=1

nλk(Bn−1,k−1 −Bn−1,k) = 0

Donc

−λ0Bn−1,0 + λnBn−1,n−1 +

n−2∑
j=0

λj+1Bn−1,j+1 −
n−1∑
k=1

λkBn−1,k = 0

Donc

(λ1 − λ0)Bn−1,0 = (λn − λn−1)Bn−1,n−1 +

n−2∑
k=1

(λk+1 − λk)Bn−1,k = 0

D’après l’hypothèse de récurrence,

λ1 − λ0 = 0λn − λn−1 = 0∀k ∈ J1, n− 2K , λk+1 − λk = 0
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Donc
∀k ∈ J0, nK , λk = λ0

D’où
n∑
k=0

λ0Bn,k = 0

donc
λ0 × 1 = 0

et donc
λ0 = 0

Donc
∀k ∈ J0, nK , λk = 0

5. (a) Soient P,Q ∈ Rn[X], λ, µ ∈ R.

B(λP + µQ) =

n∑
k=0

(λP + µQ)

(
k

n

)
Bn,k

=

n∑
k=0

(
λP

(
k

n

)
+ µQ

(
k

n

))
Bn,k

= λ

n∑
k=0

P

(
k

n

)
Bn,k + µ

n∑
k=0

Q

(
k

n

)
Bn,k

= λB(P ) + µB(Q)

∀k,deg(Bn,k) 6 n

donc
∀P ∈ R[X],deg

(
B(P )

)
6 n

(b)

Ker(B) =

{
P ∈ Rn[X] |

n∑
k=0

P

(
k

n

)
Bn,k = 0

}

=

{
P ∈ Rn[X] | ∀k ∈ J0, nK , P

(
k

n

)
= 0

}
= {0}

donc B injective et donc B est bijective.
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