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Premiére partie

Définition



Définition

Définition: — Un polynome & coefficients dans K est une suite presque nulle de
KN

— Le polynéme nul, noté 0 est la suite nulle.

— Soit P = (an)nen un polynéme non nul.
{n € N | an, # Ok} est non-vide et majoré. Le degré de P est max{n € IN | a,, #
Ok}, et on le note deg(P) et ageg(py est le coefficient dominant de P, il est noté
dom(P).

— Le degré du polynéme nul est —co

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen €t @ = (bn)nen deux polyndmes a
coefficients dans K. Alors, P+ Q = (an + bn),, ¢ est un polynéme appelé somme de P

et Q.

Preuve:

N1 € IN,Vn
N3 € IN,Vn

Ni,an =
Na,b, =0

>
>
On pose N = max (N1, N2) donc

Vn > N,an +b, =04+0=0

donc P + @ est une suite presque nulle. O

Proposition — Définition: Soient P = (an)nen €t @ = (bn)nen deux polynémes a
coefficients dans K. On pose

n
Vn € N,cn, = Z arby, K
k=0

La suite (cn)nen est presque nulle. Ce polynome est appelé produit de P et @ et noté
PQ.

Preuve:

On pose N = N;j + N2

n Ny n
Vn 2 N,cn = Z agbn—k = Z apbn—k + Z agbn—
k=0 k=0 k=Ny+1




I Définition

n
Vk > N1+ 1, ar = 0 donc Z apby_ =0
k=Ny+1
Ve < Ni,b—k >n— N1 > N1 + Na — N1 > Na donc Vk < Ni,b,_ = 0 et donc

Ny
> agbp_k =0
=)

Donc

REMARQUE (Notation):
Soit P = (@n)nenN, un polynome a coefficients dans K et A € K. Le polynéme (Aan)nen est
noté \P

ReEMARQUE (Notation):
On pose X = (0K, 1k, 0K, - ..) = (01,n)nenN

EXEMPLE:

X2 =XX
=(0x0,0x1+1x0,0x0+1x1+0x0,0,...)
=(0,0,1,0,...)

Théoréme: Soit P = (an)nen un polynéme non nul a coefficients dans K. Alors

n
P=>Y apX* otn=deg(P)et X°=(1,0,...)
k=0

Preuve:

1 in=k
Pour k € N, 2(n) : “X* = (§p,n)en” ot k,n = { I

0 sin#k
— do0.n = (1,0,...) = X% donc 2(0) est vrai
— Soit k € IN. On suppose Z(k) vraie.
Xk+1 _ Xk X = (Cn)nG]N
ou
n
Vn € N,cp = Z(Skz,jél,nfj
§=0

Donc, pour tout n € IN et pour tout j € [0, n]

k=j

6k,j51,nfj7éo <~ {1:nj
k=3j
<~ J

{n:k+1

Donc, si n # k + 1, alors

Vj € [0,n],0k,561,n—; =0




I Définition

et donc ¢, =0
k+1

Chi1 = D Ok 01 11—5 = Ok pb1,1 =1
=0

Donc
Vn € N,cp = Op41,n

donc Z(k + 1) est vraie

Ainsi, Z(k) est vraie pour tout k € IN. Soit P = (ag,...,an,0,...) un polynéme de
degré n.

n
> anX* =a0(1,0,0,0,...)
k=0

+a1(0,1,0,0,...)
+a2(0,0,1,0,...)

+an(0,...,0,1,0,...)
= (ao,a1,...,an,0,...)
-pP

REMARQUE (Notation):

On note IK[X] 'ensemble des polynomes a coefficients dans KK dont I'indéterminée (0, 1,0, . ..)
est notée X.

Proposition: (]K[X], +, X, ) est une K-algébre commutative i.e.
1. (K[X],+, x) est un anneau commutatif

2. (IK[X], +, ) est un K-espace vectoriel
3. VAEK,Y(P,Q) € (KIX)ZA- (PxQ) =(M-P)xQ=Px (A Q)

Preuve: 1. (K[X],+) est un groupe abélien car (K[X], +, -) est un K-espace vectoriel

— XY =(1,0,...) est le neutre de x
En effet, VP = (an)nen € K[X], en posant (¢n)nenx = PXY on a

n
Vn € N,cn, = Z a0k n—k = a,
k=0
donc PX% =P
— X est commutative : VP = (an)pen € K[X],VQ = (bn)nen € K[X], on pose




Définition

R = (cn)nen = PQ, S = (dn)nen = QP alors

k=0
n
_Zan—Jb] (G=n—k)
j=0
n
= Zb]-an_]
j=0
= @y
donc PQ = QP
— Soient
P = (an)nen € K[X]
Q = (bn)nen € K[X]
R = (Cn)nelN € ]K[X]
On pose
S = (dn)ne]N = PQ
T = (en)nen = SR = (PQ)R
U= (fn)nE]N - QR
V = (gn)nen = PU = P(QR)
Donc,
n
Vn € N,e, = Z diCn_k
k=0
n k
= Z (Z ajbk]) Cn—k
k=0 \j=0
n n
= Z ajbg_jcn_g
=0 k=j
n n
= Z aj Z bp—jcn—k
Jj=0  k=j
n n—7
=>"a; Y bpen_j_e (L=k—j)
j=0 £=0
n
= Zajfn—J
j=0
=gn
Donc T'=V

— Soient P = (an)nen, @ = (bn)nen, R = (Cn)nen trois polynémes et P(Q +



I Définition

R) = (dn)ne]N et PQ + PR = (en)nelN~

Vn € N,dn = Z ak(bnfk + Cnfk:)

k=0
n n

= § agbn_k + § Ak Cn—k
k=0 k=0

=en

Donc, (]K[X}, +, ><) est un anneau commutatif
2. K[X] c KN
(]K]N, +, ) est un IK-espace vectoriel. D’aprés la propriété précédente,

K[X] = Vect ((X™ | n € IN))

donc K[X] est un sous-espace vectoriel de KN

3. Soit A € K, P = (an)nen, Q@ = (bn)nen deux polynémes. On pose (cn)nen =

n
Vn € N,dn = Aen =AY axbn_k
k=0

n
= Z()‘ak)bnfk = €n

0

£
I

[
e

ar(Nop—k) = fn

™
I

0

REMARQUE:
(Mn(K),+, X, ) est une K-algébre non commutative (si n > 1)

K — KX]

A s AXO est un morphisme d’algébre injectif, i.e.

Proposition: i:

iA+p) =i(A) +i(w)

VA €K, {Z-()\ ) = i(A) X i)

et 7 est injective.

REMARQUE (Notation):
On identifie A € K avec A XY € K[X]. Ainsi, on peut écrire X° = 1, on peut écrire 2+ X +3X?
au lieu de 2X° 4 X 4 3X?

Proposition: Soient P,Q € K[X]

— deg(P + Q) < max (deg(P),deg(Q))
— Si deg(P) # deg(Q), alors
— deg(P + Q) = max (deg(P), deg(Q))



Définition

dom(P) si deg(P) > deg(Q)
dom(P+Q) = dom(Q) si deg(P) < deg(Q)
— Si deg(P) = deg(Q) et dom(P) + dom(Q) # 0,
deg(P + Q) = deg(P) = deg(Q)
dom(P + Q) = dom(P) + dom(Q)
— Si deg(P) = deg(Q) et deg(P) + deg(Q) = 0, alors deg(P + Q) < deg(P)

alors

Preuwve: — Si P =0, alors deg(P + Q) = deg(Q) et donc max (deg(P),deg(Q)) =
max (— oo, deg(Q))
On a bien deg(P + Q) < max ( deg(P), deg(Q))
— De méme avec Q@ =0
— On suppose P #0et Q #0
p

P= Z ap X" p = deg(P)
k=0

On pose %
Q=) bX"  g=deg(Q)
k=0
On peut supposer p > q. On pose bg41 =...=bp, =0sip>gq
P
Ainsi, Q = Y bpX*
k=0
p
P+Q= Z(ak + bk)Xk donc deg(P + Q) < p et p = max (deg(P),deg(Q))
k=0

dom(P) sip>q
De plus, ap + by, = ¢ #0
dom(P) + dom(Q) sip=gq

Proposition: Soient P,Q € K[X]. Alors

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Preuve:
Si P ou @ est nul, alors la formule est vraie car

deg(PQ) = —o0

cste — oo = —o0
deg(P) + deg(Q) = { —oo + cste = —co
—00 — 00 = —00

P q
On suppose P # 0 et Q # 0. On pose P = Z ar X" avec ap #0et Q = Z bp X" avec
k=0 k=0
bg #0
q
PQ = <Z aka> <Z ngf)
k=0 =0

q
> agbp Xk
04=0

M-c

k
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donc deg(PQ) < p+ g et le coefficient devant XPT7 est apby # 0 (car K est intégre)
donc deg(PQ) =p+q O



Deuxiéme partie

Evaluation

10



1I Evaluation

n
Définition: Soit A une K-algébre et P € IK[X]. On pose P = Z er X", Soit a € A.

k=0
On pose

n
P(a) = Z era®
k=0

=eplg+eiatea®+ - +ea” €A

On dit qu’on a évalué P en a, ou spécialisé X avec la valeur de a, ou remplacé X par a,
substitué a & X.

Définition: Soit P € K[X] et a € K.
On dit que a est une racine de P si P(a) = Ok.

Définition: Soit P € K[X] € #,(K). On dit que c’est un polynéme de matrices.

EXEMPLE:
P:1+2X—3X2,A:(1 0)
11
P(A)_10+21073102
=\o 1 1 11
0 1
1

n
Définition: Soient P,Q € K[X], P =Y az X"
k=0

n

Alors P(Q) = Z axQ® € K[X]

k=0
C’est la composée de P et Q.

REMARQUE (/\ Attention):
Ne pas confondre P(X + 1) et P(X +1).
—— ——

composée produit
OnaP(X+1)=(X+1)P=PX)(X+1)=Px (X+1)
——

produit

11



1I Evaluation

Q#0
P#0

Proposition: Soient P, Q € K[X] avec { .On a

deg (P(Q)) = deg(P) x deg(Q)
EXEMPLE:
K =7%/97 = {0,1}

P=X?24+X+1cK[X]etQ=1cK[X]

P#Q
fp %) — %/
z — P(x)
fo:%)ez — %)z
z— Q(w)
fp (0) =T = fq (0)
fp(1)=14+14+1=1= fq (I)
donc fp = fq alors que P # Q

Théoréme: Soit A une K-algébre. L’application

o : K[X] — A4
A — A
P Jp: a — P

(a)
vérifie
1. VP,Q € K[X], (P + Q) = ¢(P) + »(Q)

2. VP, Q € K[X],p(PQ) = ¢(P) x ¢(Q)
3. VA € K,VP € K[X], o(AP) = Ap(P)

EXEMPLE:
K=R
X2 - 1=(X-1)(X+1)
— C est une R-algébre donc

VzeC, 22 —1=(2—1)(z+1)
— #2(R) est une R-algebre
VA € %Q(IR),AQ — I = (A = IQ)(A+12)

Définition: Soit P € K[X],

P= zn: apX*
k=0

12



1I Evaluation

Le polynoéme dérivé de P est

n n
P'=>Y kapXF 1 =" kapx*!
L= k=1

ou
Vk € [1,n],kar = ax + - - + ag,
———
k fois
Onagr = Ok
REMARQUE:
. R — R
$i P € RIX], fp : x +—— P(z)
R — R o
fpr: 5 e ) alors fpr = fp
Proposition:

eg(P) —1 si deg(P)>0

—00 sinon

VP € K[X],deg(P') = {

Proposition: Soient P,Q € K[X] et A € K.
L (P+Q) =P +@
2. (PQ) = P'Q+PQ'

3. (AP) =P’
Preuve:
On pose
P q
P=> apX* Q=> bpx*
k=0 k=0

1. On peut supposer p > ¢
Sip>q, onposebgi1=---=bp,=0

p
P+Q=> (ar+bp)X"*
k=0

donc

P
(P+Q) = k(ag +bp) X 1

k=0
P p
= kapXFTN 4> " kb X!
k=0 k=0
— P/ +Q/

D q
PQ=> "> apbX"t*

k=0¢=0

13



1I Evaluation

D’apres 1.,
p q ,
(PR =33 (akbeXkH>
k=0 £=0
p q
— Z Z apbe(k + €)X FHe—1
k=0 £=0
p q p q
=3 kagbe XTI L NN " hag b XFHT
k=0 =0 k=0 ¢=0
P q 14 q
=D kXTI b X+ D T apXE Y b X!
k=0 £=0 k=0 £=0
=P'Q+ PQ’
3.
p
AP = AapX*
k=0
donc
p p
(AP) =" XapkX* "1 =AY kap XF1 = AP
k=0 k=0
Définition: Pour k € IN, on définit la dérivée k-iéme d’un polynéome P € K[X] par
— sik=0,P*® =p
— sik=1, P = P/
: k) (k-1)\’
— sik>1, P :(P )

Proposition:

. 0 sij>k
©)]
. 2 k _ ; k!
Vk,]€W7(X) {k(kl)...(ijrl)Xk]:

Preuve (par récurrence sur j a k fixé):

Proposition: Soient P,Q € K[X], A € K
1. Vk e N, (P+ Q) = po) 4 Q)
2. Vk e N, (PQ)®) = Xk: (kl:)P(i)Q(k—i)
i=0 "
3. Yk e N, AP)*) = xp(F)

14
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Evaluation

Preuve (par récurrence sur k):
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Arithmétique dans K[X]
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111 Arithmétique dans K[X]

Définition: Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B (dans K[X]) s’il existe C' €
K[X] tel que

AC =B
On dit dans ce cas que A est un diviseur de B ou que B est un multiple de A. On le

note alors A | B
On dit que A et B sont associés s’il existe A € K \ {0} tel que A = AB. 1l s’agit d’une

relation d’équivalence.

Proposition: Soient A, B € K[X].

A|B

<= A et B sont associés
B|A

Preuve: ¢ = 7 Soit C € K[X] tel que AC = B et D € K[X] tel que BD = A.
D’ou,
A=BD=ACD
Or, K[X] est un anneau intégre.
D’ou
A(1—CD) =0

donc A=0o0uCD =1
SiA=0,alors B=0xC=0=1x A donc A et B sont associés
Si CD = 1, on sait que K[X]* = K\ {0}
Alors, A et B sont associés.
¢ <= "7 évident

Lemme: IK[X] est un anneau intégre.

Preuve:

Soient P, Q € K[X] tels que PQ = 0. On suppose que P # 0 et Q # 0
Alors deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) >0

Or, PQ = 0 et deg(0) = —oo : 4 une contradiction

Lemme:
K[X]* =K\ {0}

Preuve:

Soient P, Q € K[X] tels que PQ = 1.

Alors, 0 = deg(1) = deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)

Comme P # 0, deg(P) > 0. De méme, deg(Q) >0

Done deg(P) = deg(Q) = 0 Dong, il existe A\, u € K tels que Ap =1
Donc A € K* =K\ {0}

17



111 Arithmétique dans K[X]

Proposition: | est une relation réflexive et transitive. O

Proposition: Soient A, B,C € K[X] tels que A | B et A|C. Alors

V(P,Q) € K[X]?,A| BQ+CP

O
Proposition — Définition: Soit A € K[X], B € K[X] \ {0}.
A=P
(P, Q) € K[X]?, @t R
deg(R) < deg(B)
On dit que @ est le quotient et R le reste de la division (euclidienne) de A par B.
Preuve: ~— On prouve l'existence par récurrence sur le degré de A. On fixe B €

K[X]\ {0}

Vn € N, Z(n) : “ VA € K[X] tel que deg(A) = n,

A=BQ+R
deg(R) < deg(B)

”

H@JaeKmﬁ{

— Soit A € K[X]. On suppose deg(A) =0
BQ+R=A
deg(R) = 0 < deg(B)
Si deg(B) = 0, alors A = X et B = p avec (A, ) € (K \ {0})2.
Q= p X BQ+R=pup A=x=4

. Alors,
R=0 deg(R) = —oco < 0 = deg(B)

Si deg(B) > 0 alors on pose @ = 0 et R = A. Ainsi {

On pose

Donc £2(0) est vraie.
— Soit n € IN. On suppose Z(k) pour tout k& < n. Soit A € K[X] tel que
deg(A) =n + 1. On pose p = deg(B)

Sip>n+1, on pose gig et on a
BQ+R=A
deg(R) =n + 1 < p = deg(B)
=any1b, ' X"TITP i1 = dom(A
Sip <n+1. On pose Q = ant1b, . Jant om(A) .
R=A—-BQ ap = dom(b)

aA=BQ+R
deg(BQ)=p+n+1—p=n+1=deg(A)
" | dom(BQ) = bpb;Ian+1 = an+1 = dom(A)
donc deg(R) < deg(A) donc deg(R) < n
D’aprés Z(n),

R=BQi1+ Ry

H(leRl) € ]K[X]Q’ {deg(Rl) < deg(B)

18



111 Arithmétique dans K[X]

D’ou,
A=BQ+R
= BQ+ BQ1 + R
=B(Q+ Q1) + R1

et deg(R1) < deg(B) donc & (n + 1) est vraie.
Donc, Z#(n) est vraire pour tout n € IN par récurrence forte. Si A = 0, on pose
Q =R=0et onabien BQ + R =0= A et deg(R) = —o0 < deg(B)
— Unicité
Soient A, B € K[X] avec B # 0. On suppse que A = BQ1 + R1 = BQ2 + R2 avec

deg(R1) < deg(B)
Q1,Q2, R1, Ry € K[X] et {deg(Rz) < deg(B)

D’ou,
B(Q1—Q2)=R2— R
Or,
deg(R2 — R1) < max (deg(R2),deg(R1)) < deg(B)
Or,
deg (B(Q1 — Q2)) = deg(B) + deg(Q1 — Q2)
> deg(B) si Q1 — Q2 #0
Donc,
Q1—Q2=0
Ry —R1=B(Q2—-Q1)=0
et donc
Q1 =Q2
Ry = Ry
O
EXEMPLE:

. 1
Division euclidienne de A = X% + X3 — X2 4+ 1 par B = X2 + 5X — 1 dans R[X]

19



111 Arithmétique dans K[X]

1

PG R R | X2+§X—1
1 1 9 21

KO 4 % = %% ‘X3—7X2 —X——‘
*3 5ty 8

1 /\ :
x4 roxd_ x2.1q quotient
;

1 1 1
_ox4_-x34 -x2
2 4 2

9 3

29— =2 il

4 2 T

- 9 9 9
ZXB 4 2P = 23X

4 8 4

21 9

—— X2 —x

g~ titt
= 21 _, 21 21

3 Tt

57 13
16 8

Théoréme: Soit P € K[X] et a € K.

Pla)=0 <= X —a|P

Preuve: ¢ <= 7 On suppose P = (X — A) x Q avec Q € K[/]. On substitue a & X
P(a) = (a —a) X Q(a) = 0k X Q(a) = 0Kk

“ = 7 On suppose que P(a) = 0. On réalise la division euclidienne de P par
X —a:
P=(X-a)xXQ+R
deg(R) < deg(X —a) =1

donc R = X avec A € K

D’ou,
0=P(a)=(a—a) xQ(a) + R(a) = A
donc
P=(X—-a)xQ
et donc

X—a|P

Corollaire: Soit P € IK[X] non nul de degré n. Alors, P a au plus n racines distinctes
dans K

20



111 Arithmétique dans K[X]

Preuve (par récurrence sur n): — C’est évident pour n =0
— Soit n € IN. On suppose la proposition vraie pour les polynémes de degré n.

Soit P € K[X] de degré n + 1
Si P n’a pas de racine alors le résultat est trivialement vrai pour P
Si P a une racine a, alors il existe @ € K[X] non nul tel que P = (X —a) X Q
n+1=deg(P) =1+ deg(Q) donc deg(Q) =n
D’aprés ’hypothése de récurrence, @ a au plus n racines distinctes
Soit b une racine de P différente de a. Alors,

donc Q(b) =0

Donc P a bien au plus n + 1 racines. O

Définition: Soient A et B deux polynémes dont I'un au moins est non nul, D € K[X].
On dit que D est un PGCD de A et B si D est un diviseur commun de A et B et de
degré maximal.

Proposition: Avec les hypothése précédents, deux PGCD quelconques de A et B sont
nécessairement associés

Preuve:

On forme
E={AU+ BV | (U,V) € K[X]?}

— E est un sous-groupe de (K[X], +)
— VP e E,VQ € K[X],PQ€EE
On dit que E est un idéal de K[X]

Soit D € E un polynéme non nul de degré minimal. Soit P € E On divise P par D :

P=DQ+R
deg(R) < deg(D)
D’ou
R= P —DQCE
€E cE
deg(R) < deg(D) donc R =0
Donc,
VPEE,D|P

A€ Edonc D | A
B € E donc D | B

Soit A un diviseur commun quelconque de A et B. On pose D = AU + BV
AlA
A|B
donc deg(A) < deg(D)

}doncA|AU+BVdoncA|D

21



111 Arithmétique dans K[X]

Ainsi, D est un PGCD de A et B. De plus, A est un PGCD de A et B alors

A|D
deg(A) = deg(D)

K[X
Donc D = AQ avec Q € K[X]
deg(Q) =0
donc D et A sont associés. O
REMARQUE:

Dans la preuve précédente, on a aussi montré les deux propositions suivantes.

Théoréme (Théoréme de Bézout): Soient A, B € K[X] tels que A # 0 ou B # 0
Soit D un PGCD de A et B. Alors
3(U,V) € K[X])?, AU + BV =D
|
Proposition: Avec les hypothéses précédents,
VA € K[X],
AlA
< A|D
A| B
|

Définition: On dit qu'un polyndme est unitaire si sont coefficient dominant vaut 1.

Proposition — Définition: Soient A et B deux polynémes dont 'un au moins est
non nul. Parmi tous les PGCD de A et B, un seul est unitaire. On le note A A B.

Preuve:
Soit D un PGCD de A et B. Alors dom(D)~!D est associé a D, donc c’est un PGCD
de A et B et il est unitaire. Soient D et A deux PGCD unitaires de A et B. Ils sont
associés
A = AD avec X € K\ {0}
D’ou,
1 =dom(A) = Adom(D) = A

Donc A = D O

Proposition: Soient A, B € K[X] avec B # 0. Soit R le reste de la division de A par
B. Alors,
ANB=BAR

22



111 Arithmétique dans K[X]

Preuve (idem que dans Z):

EXEMPLE:
D=(5X2+3X-1)A(X +3)

PR i I S %
- — — 1 3
2 = X | =X+~
5X2 415X | 5X — 12 =Xt 5
12X —1
12X - 36 -
B5) 0

D=(X+3)A3=1

Théoréme (Théoréme de Gaufk): Soient A, B,C' trois polyndémes non nuls tels que
A| BC
AANB=1

Alors, A | C

Preuve (idem que dans Z):

Corollaire: Avec les notations précédentses,
A| B
B|C = AB|C
ANB=1

Proposition: Soient A et B deux polynémes non nuls et D un PGCD de A et B. Soit
z € K.

A(z) =B(z) =0 <= D(X)=0

Preuve: ¢ = ” On suppose A(z) = B(z) =0
D’apreés le théoréme de Bézout,

D = AU + BV avec (U, V) € K[X]?
Donc,
D(z) = A(z)U(z) + B(z)V(z) =0+0=0

A=DA;

B— DB, avec (A1, B) € K[X]?

¢ <= 7 On suppose D(z) = 0. On pose {
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D’ou,

Définition: Soit P € K[X].

On dit que P n’est pas irréductible si il existe (Q, R) € K[X]? non constants tels que
P = QR ou si P est constant.

Sinon, on dit que P est irréductible.

EXEMPLE: 1. X2 41 est irréductible dans R[X]

On suppose que
X2 4+1=QR avec (Q,R) € R[X]?

deg(Q) >0
deg(R) > 0

Donc, P et @Q sont de degré 1, donc ont chacun une racine réelle donc X2 + 1 a au
moins une racine réelle : 4 une contradiction.

2. X2 41 n’est pas irréductible dans C[X] :
X241 =(X—i)(X +1)
3. X% 4+ 1 n’est pas irréductible dans R[X] et pourtant il n’a aucune racine réelle.
X?4+1=x*+2X%+1-2X?
= (x2+1)% —2x?
= (X2 +1-v2X) (X2 +1+ V2X)

ER[X] ER[X]

Théoréme (Théoréme de D’Alembert - GauR):

VP € C[X] non constant, Ja € C, P(a) =0

Corollaire: Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactemenent les polyndmes de

degré 1.

Preuve:

Les polynoémes de degré 1 sont évidemment irréductibles.

Soit P € K[X] tel que deg(P) > 2. Soit a € C une racine de P.
Donc X —a | P.

P=(X—-a)xQ
Q € C[X]
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deg(Q) > 1
donc P n’est pas irréductible. O
deg(X —a) =1
EXEMPLE:
Factoriser X% 4 1 dans C
2 2 2 2 2 2 2 2
Les racines complexes de X% + 1 sont £ +i£, —£ +i£, £ - 1£ et —£ = z£
2 2 2 2 2 2 2 2
Donc,
2 2 2 2
X4 _1= X_i_zi X+£—i£
2 2 2 2
2 2 2 2
(e g +f) (x-F o)

Définition: Soit P € K[X] et a € K, p € IN.
On dit que a est une racine de P de multiplicité u si

{ (X —a)* | P

(X —a)*ttyp

Si p =1, on dit que a est une racine simple.
Si p = 2, on dit que a est une racine double.

REMARQUE:
a est une racine de multiplicité O si et seulement si P(a) # 0

Lemme: Soient (A4, B) € R[X]? non nuls. On suppose que A divise B dans C[X]
Alors, A divise B dans R[X]

Preuve:
On suppose que
(%) B = AQ avec Q € C[X]

On divise B par A dans R[X] :

(@Q1,Q2) € R[X]?

() B = AQ1 + R1 avec {deg(R1) < deg(A)

Comme R[X] C C[X], (xx) est aussi le résultat de la division euclidienne de B par A
dans C[X].
() correspond aussi & une division euclidienne dans C[X]

Par unicité, Q=Gi€ ]R[X}
R1 =0
Donc A divise B dans R[X] O

Proposition: Soit P € R[X]eta € C\R, p € N.
Si a est une racine de P de multiplicité p alors @ est une racine de P de multiplicité pu.
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Preuve (par récurrence sur f):
On pose

Vn € N, Z(n) : “VP € R[X] et a € C \ R racine de P de multiplicité p,

alors @ est aussi une racine de P de multiplicité p”
— Soit P € R[X] et a € C\ R tel que P(a) # 0.
P

On pose P = ZaiXi avec ag,...,op € R
i=0

Donc Z(0) est vraie
— Soit p € IN. On suppose & () vraie.
Soit P € R[X] et a € C\ R une racine de P de multiplicité p + 1. On pose

P=(X—-a)"T'Q

Q € CIX]
Qa) #0
p .
On pose aussi P = Zaia’ avec ag,...,ap € R
i=0

p#+1>1donc P(a) =0. Dott, P(a) = P(a) =0=0
donc (@ —a)*T1 Q@) =0
—_———

20
Donc, Q = (X —a)Q1 avec Q1 € C[X]
D’ou
P=(X - a (X —a)Q1
=X -a)(X —a)(X —a)'Q
Or,

(X —a)(X —a)=X?—(a+a)X +aa
= X2 — 2%¢(a)X = |a|? € R[X]

D’apreés le lemme précédent, (X — a)*Q1 € R[X]
De plus,
0# Q(a) = (@—a)Qi(a)

docn Q1(a) #0
Donc a est une racine de (X — a)*Q1 € R[X]| de multiplicité p.
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D’aprés Z(p), @ est aussi une racine de (X — a)* Q1 de multiplicité p.
Donc, on peut écrire

Q2 € C[X]

(X —a)@Q1 = (X —a)*Q2 avec {Qg(a) £0

Donc,
P=(X—a)(X -a)"1Q,

Donc @ est une racine de P de multiplicité p + 1

Corollaire: Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de degré 1 et les
polynémes de degré 2 a discriminant strictement négatifs.

Preuve: ~ — Les polynémes de de degré 1 sont évidemment irréductibles

— Les polynémes constants ne sont pas irréductibles par définition

— Les polyndémes de degré 2 ayant au moins une racine réelle peuvent s’écrire comme
produit de deux polynémes réels de degré 1 a coefficients réels

— Reéciproquement, si un polynéme de degré 2 n’est pas irreductible, c’est forcémet
un produit de 2 polynomes de degré 1 a coefficients réels et donc ce polynéme a
au moins une racine réelle

— Soit P € R[X] tel que deg(P) > 3
On note ay,...,ar les racines réelles distictes de P,

Qr41,Gr41,Qr42, Ar42; ... ,QAs, Qs
les récines non réelles distictes de P. On note aussi
Vk € [1, s], pr la multiplicité de ag
Donc

P =dom(P)(X —a1)" ++ - (X — ap)*" (X — app1 )1 (X — Grgy)Hr+t
X oo X (X — ag)™e (X —ag)He

Or,
Vk>r+1,(X —ap)** (X —ag)** = ((z —a)(z —a))l*
= (X2 — 2%Re(a) X + |al?
€ R[X]
D’ou,

T S
P =dom(P) [[(X —aw)** [] (X2 — 20%%e(ar) X + \akF)“’“
cR k=1 k=r+1

ER[X]
ER[X]

il y a une unique racine réelle simple
et aucune racine non réelle
P irréductible <= ou
il n’y a aucune racine réelle et 2 racines
non réelles conjuguées simples
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Théoréme: Soit K =R ou C.
Tout polynéme de K se découpe en produit de facteurs irréductibles dans K[X] et cette
décomposition est unique & multiplication par une constante non nulle prés.

Proposition: Soient A, B € C[X] non nuls.

Va € C, si a est une racine de A de multiplicité u € IN,

Al|B alors a est racine de B avec une multiplicité > p

«“

Preuve: —> 7 On suppose A | B
Soit a € C une racine de A de multiplicité pu
Alors, (X —a)* | A donc (X —a)* | B
Donc a est une racine de B de multiplicité > p
“ <= 7 On décompose A et B en produit de facteurs irréductibles sur C[X] :

B = dom(B) H (X —a)?e
aEXA
ol Z est ’ensemble des racines de B ; et

A = dom(A) H (X —a)te
acs

ou . est I’ensemble des racines de A

S CR

On suppose que
Ya € .7, Ha < Vg

D’ou,
d B
_ domi(; dom(4) [] (X —aye x [[ (X —a)a=ta x [] (X-a)
om(A) aes aes YN
A eC[X]
Donc, A | B
EXERCICE:

Montrer que 14+ X + X2 | X3" —1
Les racines de 1 + X + X2 sont jet j2

PBr—-1=0(%"-1=1-1=0
("= ()" —1=1-1=0

Proposition: Soit P € C[X] de degré n > 0
Alors P a exactement n racines comptées avec multiplicité.

Preuve:
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111 Arithmétique dans K[X]

P =dom(P) x [[ (X —a)*e
aER

ol Z est ’ensemble des racines distinctes de P

n=deg(P)= Y deg((X —a)"*)=> pa

aER aER
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Quatriéme partie

L’espace vectoriel K| X]
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REMARQUE (Rappel):
(K[X],+, ) est un K-espace vectoriel engendré par (1, X, X2 .. 2

Proposition: La famille (X™),cn est libre.

Preuve:
Soit (An)nen une famille presque nulle de scalairees telle que Z A X" =0
nelN
(An)nen est un polynoéme de K[X] : on le note P.
Or,
> AX" =AMty s Any ) =P
nelN

Donc P = 0 donc
Vn € N, A\, =0

Corollaire:
dim (K[X]) = 400

Définition: Pour n € N, on note

Kn[X] = {P € K[X] | deg(P) < n}

Théoréme: K, [X] est un sous-espace vectoriel de IK[X] de dimension n + 1

Preuve:
Kn[X] = Vect (1, X,...,X")

Proposition: Soit (P;);c; une famille de polynémes non nuls telle que

Vi # j,deg(P;) # deg(P;)

Alors (P;);ecr est libre.

Preuve:
Soit n € IN et 41,...,%, des éléments distincts de
Soient A1,..., A, € K. On suppose

AP 4+ P, =0
Quitte a renuméroter les polynémes, on peut supposer que

Vk € [1,n],deg (P;,,) > deg (Pik)
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Si A\p #0,
deg (M1 P;; + -+ A F;,) =deg (P;,) # —o0

Donc A\, =0
Donc MiP;; +---+Ap—1F;, ;=0

On conclut par récurrence sur n.

Théoréme (Formule de Taylor): Soit P € K,[X] et a € K.

N p(k) (g
P =3 F @ x oy

k=0

Preuve:

(1,X —a,...,(X —a)") est libre.

Comme dim (K, [X]) =n + 1, c’est une base de K, [X].
Dongc, il existe (Mg, ..., ) € K™ tel que

n
P=> M(X-a)F
k=0

On remarque que
P(a) = Xo

vie [1,n],PP(a) = > M ((X - a)k')(“(a)
k=0 S—
0

q!
- k!

7(){ o a)k+1

(k — i)l
= \;i!

P (q)

Donc \; = i
7!

Proposition: Soit P € K[X] et a € K.

a est une racine de P VE<p—1, P(k>(a) =0
de multiplicité p P (a) £0

Preuve:
On pose n = deg(P)
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“ <: ”
n pk) (g
P:Z P k'( )(X_a)k
k=0
" pk)(q)
=2y &=
k=p
n pk)(q
:(Xfa)“z P k'( )(X,a)k*“
k=p )
QEK[X]
(X —a)* | P
onc () (q
PO gy = 22 g
!
13 : ”
P=(X-aHQ
Q(a) #0
kk : .
vk <p=1,PP@ =3 () (X -0 @@* (@
7=0
= Zki ()t @= @ et
j=0 J (H*j)!T

0

P®(a) = (%) x ut x 1 x Q)
o

Q(a)
0

RIS

Corollaire: Avec les notations précédentes, si a est une racine de P de multiplicité p,
alors a est une racine de P’ de multiplicité p — 1

O

Définition: On dit qu’un polynoéme P est scindé sur K si P est un produit de poly-
nomes de K[X] de degré 1, i.e. toutes les racines de P sont dans K

EXERCICE: 1. Soit P € R[X] scindé sur R a racines simples avec deg(P) > 2. Montrer que
P’ est scindé sur R a racines simple.

2. Soit P € R[X] scindé avec deg(P) > 2. Montrer que P’ est scindé.
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Soit P € R[X] avec deg(P) = n scindé sur R.

On note z1 < x2 < --- < Ty, les n racines de

P

Soit fp : R — R la fonction polynomiale.

Aussi, fp est €°° sur R.

D’aprés le théoréme de Rolle, o

Vi€ [1,n—1],3y; €lzs, wiq1l, fp(ys) =0

Donc 41, ...,Yn_1 sont racines de P’.
De plus,
Y1 <x2 <y2 <z3 <Yz <--<Yn—1
On a donc trouvé n — 1 racines distinctes de P’. Or, deg(P’) = n — 1.

Donc, on a trouvé TOUTES les racines complexes de P’. Donc P’ est sciendé & racines
simples.

2. On note z1 < -+ < xp les racines de P et n = deg(P). On note pour tout ¢ € [1,p],
i la multiplicité de x;. Donc,
P
S
i=1

D’aprés le théoréme de Rolle,
Vi e [1,p—1],3y; €lzi, ziya[, P'(y:) =0

On a trouvé p— 1 racines réelles de P’. Vi € [1,p], z; est une racine de P’ de multiplicité

p—1.
P

Ce qui fait, Z(Mz — 1) = n — p racines réelles de P’ comptées avec multiplicité.
i=1

En tout, on a trouvé n — 1 racines réelles de P’ comptées avec multiplicité.

Comme deg(P’) =n — 1, P/ n’a pas d’autres racines donc P’ est scindé.

ExEercice (Probléme):
Soient (z1,...,2n) € K" tels que
Vi # j,xi # xj
Soient (y1,...,yn) € K". On cherche P € K[X] de degré minimal tel que

(x) Vie([l,n],P(z:) =y
P — (P(z1),...,P(zn))

On cherche, parmi tous les antécédants de (y1,...,yn) celui de plus bas degré.
© est linéaire :

Soit ¢ :

VP,Q € K[X],Va, 8 € K,
p(aP + BQ) = (aP(z1) + BQ(z1),. .., aP(zn) + fQ(zn))
P(:L‘l), LR OéP(:L‘n)) + (ﬁQ(xl)v s 76Q($n))

©(P) + Bp(Q)

o
e

(
(

— Donc ¢ est un morphisme de groues additifs.
n

— (Y1, yYn) = Zyiei ou (e1,...,en) est la bade canonique de K"
=0
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Si on trouve Ly, ..., L, € K[X] tels que ¢(L1) =e1, ... p(Ln) = en, alors

© <Z yiLi> = vip(Ls)
=il =0

Il
<
S

o
&

P € Ker(p) <= ¢(P)=(0,...,0)
<~ Vi€ [1,n],P(xz;)) =0
<— JQEeK[X],P=(X—z1) (X —z,)Q

Soit @ € [1,n] et L; € K[X].

o(Li) =e; < (Li(z1), Li(x2),..., Li(zn)) = (0,...,0, 1 ,0,...,0)

|

() = 1
Vi # i, Li(x;) =0
WQeKX],Li= [[] X-2)Q

1<i<n
N J#i
1= J] (@—2;)Q(:)
1<jsn
J#
X . .
= ly= 2%
g T
D’ou,
n n
@(P)=(y1,--,yn) < IQEK[X,P= wiLi+ [[ (X —2x)Q
=1 k=1
= —
solution particuliére solutions de I’équation
deg(-) <n-—1 homogéne associée

deg(-) > n
Le polynoéme de plus bas degré solution du probléme d’interpolation est
n
X —z;
>oull o —

i1 gk Tt T T

Définition: Soit (z1,...,zn) € K™ avec
On pose
. X —x;
Vie [1,n],L; = H =3
=, @y =
1<5<n
JFi
L; est le i-éme polyndéme interpolateur de Lagrange associé a (z1,...,xn) :

vj € |I17NE7LZ(‘TJ) - 51‘73'
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Proposition: Avec les notations précédentes, (L1, ..., Ly) est une base de K,,_1[X].

Preuwve: ~— Vi€ [1,n],deg(L;) =n—1
— Soit P € K;,—1[X]. On pose

Vi € [1,n],y; = P(z:)

n—1
On pose Q = Z yi Li. Q est le seul polynome de degré < n—1 tel que Q(z;) = y;
i=1
pour tout <.
Donc, P = Q € Vect(l1,...,Lyn). Donc (L1, ..., Ly) est une famille génératrice de
Kp—1[X]. Or, dim (K,—1[X]) = n. Donc (L1,...,Ly) est une base de KK, _1[X]

O

EXEMPLE:
K= Z/5Z etn=3
o1 =2 =1
w2 =0_ y2 =1
z3 = —1 Y3 =2

3 X = a5
Le seul polynéme de degré < 2 tel que P(z;) = y; pour tout i € [[1, 2] est Z Yi H 4

— . Ty — T

i=1 1<5<3

Jj#i

L1 = (11 fx2)71(11 7333)71()( 712)(){ 7333)
=3x2xX(X+T)=X(X+1)=X*+X

Lo = (.’Ez 7x1)_1(.’£2 7333)_1()( 7.’171)(X 7333)
=2x1(X-2)x (X-1)
=2X%+3X+1

Donc,
P=X%24+X+4+2X+3X+1+4X%2+2
=2X%2 4+ X+1

Vérification :
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