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1 Premiéres propriétés

Définition: Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels et f : E — F. On dit que f est
linéaire si
V(z,y) € E*,V(a, B) € K, f(az + By) = af(z) + Bf(y)

Définition: On dit qu'un probléme est linéaire s’il se présente sous la forme :

Résoudre p(z) =y

ou 'inconnue est x € F, y est un paramétre de F' avec ¢ : EE — F' linéaire.

REMARQUE (Notation):

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est Z(E, F).

Si F = E, alors on note plus simplement .Z(E) a la place de Z(E, E).
Les éléments de .Z(F) sont appelés endomorphismes (linéaires) de E.

Proposition: Soit f € Z(E,F), g€ Z(F,G). Alors go f € Z(E,G).
|
Proposition: Z(F, F) est un sous-espace vectoriel de FZ.
|
Proposition: (Z(E),+,0,") est une K-algébre (non commutative en général).
|

Corollaire: Soit P € K[X] et u € Z(E). On peut former P(u) € Z(X) : on dit que
P(u) est un polynéme d’endomorphisme.

Proposition: Soit f € Z(E, F) bijective. Alors f~ € Z(F, E).

REMARQUE (Notation):

On note GL(FE) I'ensemble des endomorphismes de E bijectifs, GL(E, F') ’ensemble des ap-
plications linéaires de ¥ dans F' bijectives.

Les éléments de GL(E) sont appelés automorphismes (linéaires) de E.

Corollaire: GL(E) est un sous-groupe de (S(E),o)



Premiéres propriétés

Définition:

GL(E) est dit “ le groupe linéaire de E”.
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11 Noyau et image

Proposition: Soit f € Z(E, F), U un sous-espace vectoriel de E et V un sous-espace
vectoriel de F.

1. f(U) est un sous-espace vectoriel de F.

2. f7Y(V) est un sous-espace vectoriel de E.

Corollaire: Soit f € Z(E,F).
1. Ker(f) = f~'({0p}) ={z € E | f(z) = 0g} est un sous-espace vectoriel de E.
2. Im(f) = f(E) = {f(u) | u € E} est un sous-espace vectoriel de E.
O

REMARQUE (Rappel):
Soit f € Z(E, F)

f injective <= Ker(f) = {0g}
f surjective <= Im(f)=F
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111 Théoréme du rang

Dans ce paragraphe, E est un K-espace vectoriel de dimension finie.

Proposition: Soit f : E — F un isomorphisme (i.e. une application linéaire bijective).
Alors, dim(F) = dim(F)

|
La premiére partie de la preuve précédente justifie le résultat suivant.
Proposition: Soit f € Z(F,F) injective. £ = (e1,...,ep) une famille libre de E.
Alors (f(e1),---, f(en)) est une famille libre de F. En particulier, dim(F) > dim(E).
O
La deuxiéme partie de la preuve prouve :
Proposition: Soit f € Z(E, F) surjective et 4 = (eq, ..., ep) une famille génératrice
de E. Alors (f(el), R f(ep)) est une famille génératrice de F. En particulier,
dim(F) < dim(E)
O
Théoréme (Théoréme du rang): Soit f € ZL(E, F).
dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))
|

REMARQUE:
Soit EZ un K-espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E.
Cas 1 F ={0g}, alors E est un supplémentaire de F.
Cas 2 F # {0Og}. Soit # = (e1,...,ep) une base de F. Alors Z est une famille libre
de E. On compléte Z en une base (e1,...,€p,ep41,...,en) de E. On pose G =
Vect(ep+1,...,€n). On démontre que

FeG=FE

Corollaire: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie et
feZEF).

f injective <= f surjective
<= [ bijective



111 Théoréme du rang

Corollaire: Soit f € Z(F) avec E de dimension finie. Alors,

f € GL(E) <= f injective <= f surjective

REMARQUE:
Soit f € L(E,F), = (e1,...,en) une base de E. Alors

’ Im(f) = Vect (f(e1),-- -, f(en)) ‘

dim (Im(f)) =rg (f(e1), ..., f(en))

Définition: Soit f € Z(E, F). Le rang de f est

rg(f) = dim (Im(f))
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IV Formes linéaires

Définition: Soit £ un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur £ est une application
linéaire de E dans K.

L’ensemble des formes linéaires est noté E* = Z(E,K). E* est appelé espace dual de
E.

Proposition: Toute forme linéaire est soit nulle, soit surjective.

|
Proposition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € E*\{0}. Alors
Ker(f) est de dimension n — 1.
|
Proposition: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace
vectoriel de E¥ de dimension n — 1. Alors,
af € E*,Ker(f) = H
f
‘ N
’ 0 A
|
Proposition: Avec les notations précédentes,
{f € E* | Ker(f) = H} est une droite de E* privée de l'application nulle. En d’autres
termes, les équations de H sont 2 & 2 proportionelles.
|

Définition: Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E. On dit
que H est un hyperplan de FE s’il existe une droite D de E telle que

HeD=FE

En reprenant les démonstrations précédentes, on a encore les résultats suivants :
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IV Formes linéaires

Proposition: Soit H un hyperplan de E. Alors, {f € E* | Ker(f) = H} est une
droite de E* privée de I’application nulle. O

‘ Proposition: Soit f € E* non nulle. Alors Ker(f) est un hyperplan de E.

HORS-PROGRAMME

P3(K) = {D\ {0} | D droite vectorielle de K3}

Une droite projective de ]P3(]K) est un plan vectoriel de K2 privé de 0.

A faire : schéma A

S
=X

12



v

Formes linéaires

K? (K*)*
—_—
P?(K) P?(K) "
: —
A faire : schémas B et C
LD\
7
h(N h(M
( )o ° ( ) h(O) —
LLAN
=7
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v Projections et symétries

Définition: Soit E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces de E supplémen-
taires :
E=Fad

Soit z € E.
I(a,b) e F x G,z =a+b

Le vecteur a est appelé projeté de x sur F' paralléelement a G.

Le vecteur b est appelé projeté de x sur G parallélement & F'.

La projection sur F' parallelement & G est I’application qui & x € E associe son projeté
sur F' parallélement a G.

Proposition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires et p
la projection sur F' parallélement & G.

1. pe Z(E)

2. ppp =idp et pg =0

3. pop=p

4. idg —p est la projection sur G paralléelement a F'.

Définition: Soit f € Z(E). On dit que f est un projecteur si fo f = f

Proposition: Soit f un projecteur de E. Alors f est la projection sur Im(f) parallé-
lement & Ker(f). En particulier,

Im(f) ® Ker(f) = E

Soit z € E. On décompose z :

a€F

= b
T = a -+ b avec {beG

et on forme
y=a—>b
On dit que y est le symétrique de x par rapport & F' parallélement & G

La symétrie par rapport a F' parallélement a G est I'application qui a tout € E associe
son symétrique paralléelement a G par rapport a F.
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Projections et symétries

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E, » la symétrie par rapport a F'
parallélement a G.

1. »e Z(E)
2. A|E:idF etA|G=71dG
3. »os=lidg

Définition: Soit f € Z(F). On dit que f est involutive si fo f =idg.

Proposition: Soit f € .Z(FE) involutif. Alors f est la symétrie par rapport a Ker(f —
idg) parallélement & Ker(f + idg). En particulier,

Ker(f —idg) @ Ker(f +idg) = FE
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