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Premiére partie

Premiéres propriétés



1 Premiéres propriétés

Définition: Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels et f : E — F. On dit que f est
linéaire si

V(m’ y) € EQ,V(Q,B) € ]Ksz(ax +:8y) = o‘f(x) + Bf(y)

ExempLE: 1. E = %°([a,b],C)

© est linéaire
2. E=9(I,C) et F=C!
p:E—F
fr—=1r

p est linéaire

3.f:]R

— R R
est linéaire.
r —  a

flow + By) = aax + Bay = af(z) + Bf(y)

F

’ est linéaire
— Yy +ay

Y +a(z)y =b(z) <= ¢(y) =b

S

) —
e (un) +—  (Un42 —Uni1 — Un)
VN, Unt2 = Unt1 + Un <= p(u) =0
6. E=Mp1(K), F=tn1(K), A€ MnpK)
p:E— F
X r— AX

AX =B < ¢(X)=B

Définition: On dit qu’un probléme est linéaire s’il se présente sous la forme :

Résoudre p(z) =y

ou l'inconnue est x € E, y est un paramétre de F' avec ¢ : E — F linéaire.

EXEMPLE:
Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que

Ve eR, f(x+1)— f(z—1) =X

ou A € R est fixé.
On pose E = RR,

¢:E—FE

fr—o(f):

R — R
r

fle+1) = flz-1)



1 Premiéres propriétés

et
y:R— R
T A
Le probléme est équivalent a
e(f)=vy
fek

Soient f,g € E, \,u € R.

Vo € R, o(Mf + pg)(z) = (\f 4+ pg)(@ + 1) — (Af + pg)(z — 1)
=A(z+1) —pg(z+1) = Af(z—1) — pglz — 1)
=A(fz+1) = fz—1) + p(glz+1) — gl — 1))
= 2p(f)(z) + pp(g)(2)

Donc, p(Af + pg) = Ap(f) + pe(g)

ReEMARQUE (Notation):

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est Z(F, F).

Si F = E, alors on note plus simplement .Z(FE) a la place de Z(E, E).
Les éléments de .Z(FE) sont appelés endomorphismes (linéaires) de E.

Proposition: Soit f € Z(E,F), g € Z(F,G). Alors go f € Z(E,G).

Preuve:
Soient u,v € E et o, B € K.
(g0 flau+ Bv) = g(f(oau + Bv))
= g(af(u) + Bf(v))
= ag(f(u) + Bg(f(v))
=a(go f)(u) +B(go f)(v)

Proposition: Z(F,F) est un sous-espace vectoriel de FE.

Preuve:
Soient f,g € Z(E,F) et A\, u € K. Montrons que A\f + ug € £(E, F).
Soient u,v € F, «, 8 € K.
(Af + ng)(ou + pv) = A f(au + Bv) + pg(au + Pv)
= Maf(u) + Bf(v)) + p(ag(w) + Bg(v))
= a(Af(u) + pg(w)) + B(Af(v) + ug(v))
= a((Af + pg)(w) + B((Af + pg)(v))
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De plus, 0 : 2]
T —

0. Ot linéaire donc Z(E, F) # @. O
F

Proposition: (Z(E),+,o0,-) est une K-algébre (non commutative en général).

Preuve: — (C.(Z(E), +, ) est un IK-espace vectoriel d’aprés la proposition précédente.
— (fZ(E), +) est un groupe abélien.

“0” est associative et interne sur Z(F).

idp € Z(E).
Soient f,g,h € L(E).

Yz € B, fol(g+h)(z

f((g+h) ()
f(9(z) + h(z))
f
=(f

(g( ) + f(h ) car f est linéaire

og+ foh)(z)
Donc,
fo(g+h)=fog+foh
Vz € E,(g+h)o f(z) = (9 +h)(f(z))
=g(f(z)) + h(f(2))
=(g9of+hof)(z)
Donc,

(g+h)of=gof+hof

Donc, (i’(E)7 +, o) est un anneau
— Soit A € K, f,g € Z(E).

Vz € E,\- (fog)(x) =\ (g9(x))
(A f)og(z) =xrf(9(=))

fo(A-g)(z) = f(Ag(x))
= )\f(g(x)) car f € Z(FE)

Corollaire: Soit P € K[X] et u € Z(E). On peut former P(u) € Z(X) : on dit que
P(u) est un polynéme d’endomorphisme.

Proposition: Soit f € Z(E, F) bijective. Alors f~ € Z(F, E).

Preuve:
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Soit u,v € F, o, 8 € K.

FHau+ Bv) = af ~H(u) + BF 7 (v)
< au+ Bv = f(af_l(u) +Bf_1(v))
= au+pv=af (' () +B6f (f7'(v))
<~ au+ v = au + Pfv

Donc, f~! € Z(F,E) O

REMARQUE (Notation):

On note GL(F) I'ensemble des endomorphismes de E bijectifs, GL(E, F') ’ensemble des ap-
plications linéaires de E dans F' bijectives.

Les éléments de GL(FE) sont appelés automorphismes (linéaires) de E.

Corollaire: GL(E) est un sous-groupe de (S(E),o)

Définition: GL(E) est dit “ le groupe linéaire de E”.
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11 Noyau et image

Proposition: Soit f € Z(E, F), U un sous-espace vectoriel de E et V un sous-espace
vectoriel de F.
1. f(U) est un sous-espace vectoriel de F.

2. f7Y(V) est un sous-espace vectoriel de E.

Preuve: 1. Op = f(0g) et Og € U donc O € f(U) donc f(U) # @
z = f(a)
y = f(b)
e+ py = Af(a) + pf(b) = f(Aa + ub) car f € L(E,F)
U est un sous-espace vectoriel de E.
Donc Aa + pv € U
donc f(Au+ pv) € f(U)
donc Az + py € f(U).
2. f(0g) =0p € V donc 0g € f~(V). Donc f~1(V) # 2.
Soient z,y € f~1(V), A, pu € K.
FQz 4 py) = A f(x) +p fly) €V

— —~~
(2% eV

Soient (z,y) € f(U)Q, (A ) € K2. Soient a,b € U tels que {

donc Az + py € f7H(V).

Corollaire: Soit f € Z(E,F).
1. Ker(f) = f~'({0r}) = {z € E | f(z) = 0x} est un sous-espace vectoriel de E.
2. Im(f) = f(E) = {f(u) | u € E} est un sous-espace vectoriel de E.

O

REMARQUE (Rappel):
Soit f € Z(E, F)

f injective <= Ker(f) ={0g}
f surjective <= Im(f)=F
ExeMpLE: 1. Soit I un intervalle, E = Z(I,R) et F = Rf

p: E— F
fr—f

Ker(¢) = {f:1 — R | f constante }
Im(p) D €°(I,R)



II

Noyau et image

E — F

% ISTBpdy WS, @8 5 /1P(t)dt
0

Ker(p =a+bX +cX?| (a,b,c) € R® et/ P(t) d

a+bX+cX2\a+b+770}

-5

bX+cX2\bc€]R}

NS

o) e(Goeineen

=1
{
{aerXJrcXQ\a—f
-
{
Vec (——+X —§+X2)

Im(p) =

=0}
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111 Théoréme du rang

Dans ce paragraphe, E est un K-espace vectoriel de dimension finie.
Proposition: Soit f : E — F un isomorphisme (i.e. une application linéaire bijective).

Alors, dim(F) = dim(F)

Preuve:
Soit # = (e1,...,en) une base de E. On pose

Vi € [1,n],u; = f(e;) € F

n
— Soit (A1,...,An) € K". On suppose que Z)‘iui =0p. D'ou,

i=0
Z&'f(ei) donc f (Z /\i€i> =0F
i=1 i=1
n
donc Z)\iei € Ker(f) ={0g}
i=1
donc Z)\iei = OE
i=1
donc Vi € [1,n],\; =0
Donc (u1,...,un) est libre.

Soit y € F. Comme f est surjective, il existe x € E tel que f(z) = y. Comme £
n

engendre F, il existe A\1,..., A\, € K" tel que x = Z Aie;. Comme f est linéaire,

=il

y=Ff=@) =D Xif(e) =D e
i—1 i=1

Donc, F = Vect(ui,...,un)
Donc (u1,...,un) est une base de F' donc

dim(F) = n = dim(F)

La premiére partie de la preuve précédente justifie le résultat suivant.

Proposition: Soit f € Z(FE, F) injective. .Z = (e1,...,ep) une famille libre de E.
Alors (f(e1),-- ., f(en)) est une famille libre de F. En particulier, dim(F) > dim(E).
O

La deuxieme partie de la preuve prouve :

Proposition: Soit f € Z(E, F) surjective et 4 = (eq,...,ep) une famille génératrice
de E. Alors (f(e1),. .., f(ep)) est une famille génératrice de F. En particulier,

dim(F) < dim(E)

11



111 Théoréme du rang

Théoréme (Théoréme du rang): Soit f € Z(E, F).

dim(F) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

Preuve (A connaitre):
On pose

w:U — Im(f)
ot U est un supplémentaire de Ker(f) dans E.

(U existe : voir remarque qui suit)
— u € Z(U, Im(f)), en effet, soient z,y € U, \, p € K

u(Az + pv) = f(Az + po)
= Af(@) + nf(y)
= Au(z) + pu(y)

— Soit y € Im(f). Soit € E tel que y = f(z). Comme E = U @ Ker(f). On peut
écrire
r=a-+b
a € U,b e Ker(f)
D’ou,
y=f(2) = fla+b) = fla) + f(b) = u(a) + 0p = u(a)

Donc u est surjective.
Soit x € U.

z € Ker(u) < u(z) =0p
— f(z) =0p
<= z € Ker(f)
<=z =0p car UNKer(f) ={0g}

Donc u est injective.
Ainsi, dim(U) = dim (Im(f))

Or,

dim(E) = dim (U & Ker(f))

= dim(U) + dim (Ker(f))

donc

dim(U) = dim(E) — dim ( Ker(f))
Donc,

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f)) -
REMARQUE:

Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie, et F' un sous-espace vectoriel de E.
Cas 1 F ={0g}, alors E est un supplémentaire de F.

12



111 Théoréme du rang

Cas 2 F # {0g}. Soit # = (e1,...,ep) une base de F. Alors # est une famille libre
de E. On compléte # en une base (e1,...,€p,€pi1,...,€n) de E. On pose G =
Vect(ept1,---,€n). On démontre que

FeG=E

Corollaire: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension finie et

f € Z(E,F).

f injective <= f surjective
<= f bijective

Preuve:
D’aprés le théoréme du rang,

dim(E) = dim (Ker(f)) + dim (Im(f))

Si f est injective, alors Ker(f) = {0g}
et donc dim (Ker(f)) =0

et donc dim (Im(f)) = dim(F)
et donc Im(f) = F
et donc f est surjective.

Si f est surjective, alors Im(f) = F

et donc dim (Im(f)) = dim(F) = dim(E)
et donc dim (Ker(f)) =0

et donc Ker(f) = {0}

et donc f est injective O
EXEMPLE:
Soit (z1,...,zn) € K" tel que
Vi # j,as # 3
. Kp1[X] — K"
Soit (y1,...,Yn) € K™. On pose p: ~ " 1l P] —  (P(@1),...,P(an))

P e Ker(p) <= ¢(P)=0
< Vie[1l,n],P(z;) =0
<= P=0car deg(P) <n—1

Donc ¢ est injective et donc ¢ est bijective.
Donc,
3P € ]Kn_l[X],Vi € ﬂl,n] ,P(ml) =Y;
De plus, ¢~ : K" — K;,,—1[X] est un isomorphisme.
Soit (e1,...,en) la base canonique d K". (cpfl(el) .. .,cpfl(en)) est une base de K,,_1[X].
Vi € [1,n], 9" (e;) = L; es tle i-éme polynoéme interpolateur de Lagrange.

1
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111 Théoréme du rang

i=1
n
= Z yiLi
i=1
Exercice (Interpolation de Hermite):
Soit (z1,...,zn) € K™ avec

Soit (y1,...,yn) € K" et (2z1,...,2n) € K™
Trouver un polynéme de plus bas degré tel que

P(xi) = y;

() Vieﬂl?”“’{P’(wPZ‘

Kon—1[X] — K"

et P s (P(1),...,P(&n),P'(z1),..., P (zn))

(*) — go(P)=(y1,...,yn,z1,...,zn)

P(z;) =0
P'(z;)=0
<= P =0car deg(P) <2n—1

P € Ker(p) < Vi, {

Donc ¢ est un isomorphisme.

Corollaire: Soit f € .Z(E) avec E de dimension finie. Alors,

f € GL(FE) < f injective <= f surjective

REMARQUE:
Soit f € Z(E,F), = (e1,...,en) une base de E. Alors

’Im(f) = Vect (f(e1),. .., fen)) ‘

dim (Im(f)) = rg (f(e1), - f(en))

Définition: Soit f € Z(E, F). Le rang de f est

rg(f) = dim (Im(f))

14
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Formes linéaires

Définition: Soit £ un K-espace vectoriel. Une forme linéaire sur £ est une application

linéaire de E dans K.
L’ensemble des formes linéaires est noté E* = Z(E,K). E* est appelé espace dual de

E.

Proposition: Toute forme linéaire est soit nulle, soit surjective.

Preuve:
Soit f € E*.
Im(f) est un sous-espace vectoriel de KK donc rg(f) < dim(IK) = 1.

Sirg(f) =0, alors Im(f) = {0} et donc
Ve € E, f(z) =0

Sirg(f) =1, alors Im(f) = K et donc f est surjective.

Proposition: Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € E*\{0}. Alors

Ker(f) est de dimension n — 1.

Preuve:
Comme f # 0, donc rg(f) =1
D’aprés le théoréme du rang,

dim (Ker(f)) = dim(E) —rg(f) =n —1

Proposition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et H un sous-espace

vectoriel de E¥ de dimension n — 1. Alors,

f € E*Ker(f) = H

2 2N
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IV Formes linéaires

Preuve:
Soit D un supplémentaire de H dans F :

E=H®D

Nécessairement,

dim(D) = dim(F) —dim(H) =1

Soit uw € D \ {0}. D = Vect(u)
EFE — K

On pose f : z=h+ \u
(he Hrek) 7 2

Montrons que f € E*.
Soient (z,y) € E?, (a, B) € K2.

On pose
z=h+ A\u, he HXeK
y=h"+Nu, heHNcK
D’ou,
az + By = alh + \u) + B(R + Xu)
= (ah + Bh) + (aX + BN ) u
—_——— — o —
€H €K
Donc,

flaz + By) = aX + BN
=af(z) +Bf(y)

Soit x € E. On pose x = h+ Au avec h € H et A € K

z € Ker(f) < f(z)=0

<= A=0
=Y
<~z e H

Donc, H = Ker(f).

EXEMPLE:

E=R* H = Vect ((1,0,0,1),(1,1,0,0),(0,1,1,0))

Soit v = (1,2,1,1) & H.

Soit (z,y, 2,t) € E. On cherche (o, 3,7, ) € R* tels que

() (z,y,2,t) = a(1,0,0,1) + B(1,1,0,0) + (0, 1,1,0) + A(1,2,1,1)

17



IV Formes linéaires

Plus précisément, on cherche a exprimer A en fonction de x,v, z, t.

at+B+y==x
(%) <= Fry+2r=y

Yy+A==2

at+ A=t

[G]+8+Ar=2

B+y+2x=y

= —i—)\:z

—B=t—=x

[G]+6+Ar=2

B+A=y—=z
—

]+4-+

B=x—t

A=y—z—zxz+t
<~

Donc,
(,y,2,t) EH <= y—z—z+1t=0

R* — R

it f:
Soit f (z,y,2,t) +— z—y+z—t

et H = Ker(f)

Proposition: Avec les notations précédentes,
€ er(f) = est une droite de privée de lapplication nulle. En d’autres
E* | K H} est droite de E* privée de lapplicati lle. En d’aut
termes, les équations de H sont 2 & 2 proportionelles.

Preuve:
Soient f,g € E* telles que
Ker(f) = Ker(g)

On pose H = Ker(f). Soit u ¢ H de sorte que
H @ Vect(u) = E

u ¢ H donc f(u) # 0.
_ 9 _
On pose a = =—=. Montrons que g = af.

f(w)

H
Soit z € E. On pose z = h + Au avec {he

AeK
9(z) = g(h) + Ag(u) = 0 + Aaf(u)

[
af(z) = a(f(h) + Af(u)) = Aaf(u)

Définition: Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E. On dit

18



IV Formes linéaires

que H est un hyperplan de FE s’il existe une droite D de E telle que
HeD=FE

En reprenant les démonstrations précédentes, on a encore les résultats suivants :

Proposition: Soit H un hyperplan de E. Alors, {f € E* | Ker(f) = H} est une
droite de E* privée de I’application nulle. O

Proposition: Soit f € E* non nulle. Alors Ker(f) est un hyperplan de E.

Preuve:
f non nulle. Soit z € E tel que
flz) #0

On pose H = Ker(f) et D = Vect(z). Montrons que H & D = E.

ANALYSE Soit y € E. On suppose y = h + Az avec h € H et A € K. Alors,
_ _ A= f(y)f(x)™
f@%—ﬂm+Aﬂ@—Aﬂ@dmw{h:yﬂwﬂ@%

x=fy)f@)™

SYNTHESE Soit y € E. On pose
h=y—\x

h+Xx =y

Evidemment,
AeK

f(h) = f(y — Az)

= f(y) - Mf(@)
=) — F)f (@) (=)
=0

HORS-PROGRAMME

P3(K) = {D \ {0} | D droite vectorielle de K>}

Une droite projective de IPS(]K) est un plan vectoriel de K? privé de 0.

A faire : schéma A

19
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A faire : schémas B et C

P?(K)

20

P? (K)"
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v Projections et symétries

Définition: Soit E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces de E supplémen-
taires :
E=Fad

Soit z € E.
(a,b) e Fx G,z =a+b

Le vecteur a est appelé projeté de x sur F' paralléelement a G.

Le vecteur b est appelé projeté de x sur G paralléelement a F'.

La projection sur F' parallélement & G est 'application qui & € E associe son projeté
sur F' parallélement a G.

EXEMPLE:

E=RRE F={fcE|fpaire} et G ={f € E| f impaire}

Ona E=F®G.

Soient p la projection sur F' parallélement a G et ¢ la projection sur G parallélement a F'.

pU) s 2 (f(@) + (=)

Vz € E, 1
a(f) s e 5 (f(@) = F(=2)

Proposition: Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires et p
la projection sur F' parallélement a G.

1. pe Z(E)

2. prp=idr et pg =0

3. pop=p

4. idg —p est la projection sur G parallélement a F'.

Preuwve: 1. Vxe€ E,p(x) e FCE
Soit (z,y) € B2, (\ p) € K.

F F
On pose x = a + b avec Z:G’ etyc—l—davec{ZEG
donc,
Az +py = Aa+0b) + plc+d)
= (Aa + pc) + (Ab + pd)
—_—— ——
E€F EE
Donc,

P(Az + py) = Aa + pb = Ap(z) + pp(y)
2. VJSEF,JSZ\I,IJr 0 donc p(z) ==

—
EF €G

V€ G,z =_0 +_ x doncp(z)=0
eF (e

3. Vz € E,p(x) € F donc p(p(z)) = p(x)

4. Soit x € E. On pose x = a+b avec . Donc p(z) = a. D’ou, z —p(z) = b

a€F
beG
est le projeté de x sur G parallélement a F'.

O
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Projections et symétries

Définition: Soit f € Z(E). On dit que f est un projecteur si fo f = f

Proposition: Soit f un projecteur de E. Alors f est la projection sur Im(f) paralle-
lement a Ker(f). En particulier,

Im(f) ® Ker(f) = E

a € Ker(f)

. D’ou,
b e Im(f)

Preuwve: ~ ANALYSE Soit z € E. On suppose que z = a + b avec {

1) = f(a) + £(b)
=0+ f(b)
= ()

Soit y € E tel que b = f(y). Donc,
f)=f(fy) = fly) =0
Donc, f(z) =b etdonca=xz—b=x— f(x)

a+b==x
b e Im(f)

o=z f(z)

SYNTHESE Soit € E. On pose
{b = f(z)

. Evidemment, {

Donc a € Ker(f). On a montré
Im(f) @ Ker(f) =F

On considére la projection p sur Im(f) parallelement & Ker(f).
Soit z € E. On a montré que

z= flx) + z— f(z)
elm(f) €Ker(f)

donc p(z) = f(x) et donc p = f

Définition: Soient F' et G supplémentaires dans £ : E = F & G

24




\ Projections et symétries

Soit x € E. On décompose x :

a€F
r =a+ b avec
: {beG

et on forme
y=a—>b
On dit que y est le symétrique de = par rapport & F' parallélement & G
La symétrie par rapport a F' parallélement a G est 'application qui & tout @ € E associe
son symétrique parallélement & G par rapport & F'.

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E, » la symétrie par rapport a F
parallélement a G.

1. »e Z(E)

2. »p=1idp et dg = —idg

3. »os=1idg

Preuve:
Soient p la projection sur F' parallélement & G et ¢ la projection sur G parallélement a

F.

On remarque que 5 = p — q.
1. p et g sont des endomorphismes donc » aussi
2. Ve € E,»(z) =p(z) —g(z) =z —0==
Vz € G,5(z) =p(z) —q(z) =0—2 = —2x

Vo € E,5(s(z)) = s(p(z) — q(z))
) e
€eF €eG

=p(@) - (- q(=))

Définition: Soit f € Z(F). On dit que f est involutive si fo f =idg.

Proposition: Soit f € .Z(E) involutif. Alors f est la symétrie par rapport a Ker(f —
idg) parallélement & Ker(f 4+ idg). En particulier,

Ker(f —idg) @ Ker(f +idg) = FE
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Projections et symétries

a € Ker(f —idg)

Preuve:  ANALYSE Soit € E. On suppose que z = a + b avec
SEAEEE bposed {beKer(eridE)

a € Ker(f —idg) < (f —idE)(a) =0
<~ f(a) —a=0
<~ a=f(a)

be Ker(f+idg) < f+idg)(b) =0
<~ f(b)+b=0
<~ f(b) =—b

On sait que x = a+bet f(z) = f(a) + f(b) =a—b
D’ou,

1
a=3 (z+ f(2))
1
b= 5 (x = f(z))
SyNnTHESE Soit € E. On pose
=

(z + f(x))

b= Lo f(@)

(SN CR

Alorsa+b==x

f@) =1 (3+1@))
(@) + 1 (5@)
(f(@) +=)

L NN

Donc a € Ker(f —idg)

donc b € Ker(f + idg)
Ainsi,
Ker(f —idg) ® Ker(f +idg) = E
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v Projections et symétries

Soit » la symétrie par rapport a Ker(f — idg) parallélement a Ker(f + idg).
Soit z € E. On a vu que
1 1
T = §($+f(z)) +5(‘75*}0(51”))
€Ker(f—idg) €Ker(f+idg)
Donc,
1 1
»z) = 5(9{: + f(z)) — 5(9{; — f(@)) = f(z)
Donc » = f O
EXEMPLE:
E=RF et
»: E—F
R —
=) z — f(-2x)

s(f) = fo(—idr)
» € Z(E), en effet :

Vf,g € Z(E),Va,B €R,
sef +Bg) = (af + Bg) o (—idr)
=a(fo(—idr) + B(go (—idr))
— as(f) + Ba(s)

De plus, 505 =idp. Donc » est une symétrie.
Ker(» —idg) = {f € E | f paire} = &
Ker(s+idg) ={f € E | f impaire} = .
D’ou,
PoI=FE
EXEMPLE:
E = #,(K)
Pour A € E, on note ‘A la transposée de A la matrice obtenue en écrivant en ligne les colonnes
de A.
Soit
b Mn(K) — M (K)
Ar—tA

4 est linéaire, » 0.5 = id 4, (k)

Ker(s» — idg) = Snh(K)
Ker(s +idg) = An(K)
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