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Construction de K(X)

Proposition — Définition: On définit la relation ~ sur K[X] x (K[X]\ {0}) par
(P,Q)~ (A,B) <= PB=QA

Cette relation est une relation d’équivalence. On note (K[X] x (K[X]\ {0}))/~. Les
éléments de IK(X) sont appelés fractions rationnelles.

On note — la classe d’équivalence du couple (P, Q).

|
Proposition: Soient (P,Q) € K[X] x (K[X]\ {0}) et R € K[X] \ {0}. Alors
L
QR Q
|
e . . . P
Définition: Soit (P, Q) € K[X]\ (K[X]\{0}). On dit que la fraction 17} est sous forme
irréductible si PA Q = 1.
Proposition — Définition: Soient (P, Q) ~ (A, B). Alors
deg(P) — deg(Q) = deg(A) — deg(B)
P P
Le degré de é est deg(P) — deg(Q). On note ce “nombre” deg (6)
|

Proposition — Définition: Soient (P, Q) ~ (A, B) et (R, S) ~ (C, D). Alors, (PR, QS) ~
(AC,BD).

Le produit d L n t PR
e produit de — avec — est —
Q S QS
|
Proposition — Définition: Avec les notations précédentes,
(PS + RQ,QS) ~ (AD + BC, BD)
P R
On définit la somme de — et — par
Q S
P, R _PS+RQ
Q s Qs
|




Construction de K(X)

Théoréme: (]K(X)7 +, ><) est un corps.
|
Proposition:
P A P+A
VP, A € K[X],VQ € K[X] \ {0}, -
Q @ Q
KX] — K(X)
Proposition: ¢ : P est un morphisme d’anneaux injectif.
P +— —
1
|
. . P
Définition: Soient A € K et F' = o} € K(X). On pose
AP X P
AN = — = — x —
Q 1 @
KX] — K(X)
Proposition: (]K(X), +, ) est un IK-espace vectoriel et 7 : P est
P +— T
linéaire. O
REMARQUE:

P P K[X] est - de K(X
On peut identifier P € K[X] avec = € K(X) i.e. écrire P = — et alors { [X] est un sous-anneau de K(X)

K[X] est un sous-espace vectoriel de K(X)
De plus, les deux définitions de degré coincident.

Proposition: Soit F,G € K(X).
1. deg(F + G) < max(deg F, deg G)

Si deg(F') # deg(QG) alors deg(F + G) = max(deg F,degG) ;
. deg(FG) = deg(F) + deg(G) ;

1
3. Si F # 0, deg (f) = —deg(F).
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11 Décomposition en éléments simples

Définition

Lemme:
F=E+G

VF € K(X),3(E,G) € K[X] x K(X), {deg(G) .

On dit que E est la partie entiére de F'.

Lemme: Soit F = i avec
AB

(P, A, B) € K[X]%;
A #0;B #0;
ANB=1;deg F <O0.

Alors,

v
+7
AU, V) € K[X]?, i\ B v
deg Z) <0 et deg (—)

P
Lemme: Soit H € K[X] irréductible, n € N4, P € K[X], F = — et deg F' < 0.

Hn
Alors,
U \%

U, v) e ]K[X]2,F = Hn + F;

degU < deg H;

\%
deg (H"+1) < 0.

Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur C(X)): Soit F' €
P

K(X), F = — la forme irréductible de F'. On note (z1, ..., zp) les racines complexes de
Q et (p1, ..., pp) leur multiplicité.
Alors,

3!(E, Q1,15 3Q1,01,02,1y---,02 05, 0p,1y-- apyﬂp) € C[X] X CdEgQ,

s w
F=FE+ —
2\ mw—w

Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur R(X)): Soit (P, Q) €



11 Décomposition en éléments simples

IR[X}Z, PAQ=1, Q unitaire, @ ¢ {0,1}. On pose

p q
=TI —a)# [T(X? + anX + Br)**
=il k=1

avec
peN,geN,
(a1,...,ap) € RP
(al,‘..,aq,ﬁl,...,ﬁq) EIRQq
W1y s fpsV1y e Vp) e INPta
Vi €[], 0f — 4Bx <0
Alors
al(Ev’yl,lv"'771,;/.1772,17"%72,#27'"77?,17'"7’Yp,l.tp’
Biyilg 0 00 Gllomn o @Byflg o 0 0 o OByzzs o 0 @ 9 Ol 0 9 @ 9 G o
Eilyilg o 0 0 5 Eilepn 9 E24ilo 0 0 0 EBzn 0 00 9 Einily 0 0 0 o Bt )
€ R[X] x R¥ T Frp R2(W1+-+vq)
’YZ,]
— —E+
PEp
=il g=il
Vi
D
k=1j= 1 X2+akX+Bk)j
O
PAQ=1
Définition: Soit F € C(X). Soient (P, Q) € C[X]? tels que e P
Q
Les racines de P sont appelées zéros de F'

Les racines de @) sont appelées podles de F'

Proposition: Soit FF € C(X) et z € C un pdle simple de F. Le coefficient devant

e dans la décomposition en éléments simples de F' est P(z)
X — Q'(2)
Proposition: Soit P € C[X] avec deg(P) > 1, (21, ..., 2p) lesracines de P, p1, ..., up
leur multiplicité. Alors
P’ P
Fhyos
|

REMARQUE:




11 Décomposition en éléments simples

Il existe un “truc” pour retenir cette formule :

N ) o e
— =In(P) = |In |« XK = )l e = s In(X — 2; = 5
. =il izlu i:1M X —2z

n’existe pas!
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