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Exercice 2
6.

4

(X2 + 1)2
=

4

(X − i)2(X + i2)

=
a

X − i
+

b

(X − i)2
+

c

X + i
+

d

(X + i)2

avec (a, b, c, d) ∈ C4.

4

(X + i)2
= b+ a(X − i) + (X − i)2

(
c

X + i
+

d

(X + i)2

)

On remplace X par i :

−1 =
4

(2i)2
= b

4

(X − i)2
= d+ c(X + i) + (X + i)2

(
a

X − i
+

b

(X − i)2

)
On remplace X par −i :

−1 =
4

(2i)2
= d

donc
4

(X − i)2(X + i)2
+

1

(X − i)2
+

1

(X + i)2
=

a

X − i
+

c

X + i

donc
4 + (X + i)2 + (X − i)2

(X − i)2(X + i)2
=

a

X − i
+

c

X + i

donc
4 +X2 +��2iX − 1 +X2 −��2iX − 1

(X − i)2(X + i)2
=

a

X − i
+

b

X + i

donc
2���(X − i)���(X + i)

(X − i)�2(X + i)�2
=

a

X − i
+

c

X + i
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donc
2

(X − i)(X + i)
=

a

X − i
+

c

X + i

donc
2

X + i
= a+ c

X − i
X + i

et donc
−i =

2

2i
= a

On a aussi
2

X − i
= c+ a

X + i

X − i
donc

i =
2

−2i
= c

Donc,
4

(X2 + 1)2
= −

i

X − i
−

1

(X − i)2
+

i

X + i
−

1

(X + i)2

3.
1

X(X − 1)2
=

a

X
+

b

X − 1
+

c

(X − 1)2
avec a, b, c ∈ C

a = 1, c = 1

1

X(X − 1)2
−

1

X
−

1

(X − 1)2
=

1− (X − 1)2 −X
X(X − 1)2

= �1−X2 + 2X − �1−X
X(X − 1)2

=
X(1−X)

X(X − 1)2

= −
1

X − 1
=

b

X − 1

Donc, b = −1.

f : x 7−→
1

x(x− 1)2
=

1

x
−

1

x− 1
+

1

(x− 1)2

Une primitive de f est

x 7→ ln(|x|)− ln(|x− 1|)−
1

x− 1

9.
A =

3

(X3 − 1)2

Racines du dénominateur : 1, j et j2

A =
a

(X − 1)2
+

b

X − 1
+

c

(X − j)2
+

d

X − j
+

e

(X − j2)2
+

f

X − j2
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On a a =
1

3
.

c =
3

(X − 1)2(X − j2)2

=
3

(j − 1)2(j − j2)2

=
3

(j2 − 2j + 1)(j2 − 2 + j)

=
3

(−3j)(−3)

=
1

3j
=

1

3
j2

e =
3

(j2 − 1)2(j2 − j)2

=
3

(j − 2j2 + 1)(j − 2 + j2)

=
3

(−3j2)(−3)

=
1

3j2
=

1

3
j
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3

(X − 1)2
−

a

(X − 1)2
−

c

(X − j)2
−

e

(X − j2)2
=

b

X − 1
+

d

X − j
+

f

X − j2

=
3− 1

3
(X − j2)(X − j2)2 − 1

3
j2(X − 1)2(X − j2)2 − 1

3
j(X − 1)2(X − j)2

(X3 − 1)2

= −2
(

X3 − 1

(X3 − 1)2

)
= −

2

X3 − 1

b = −
2

(1− j)(1− j2)

d = −
2

(j − 1)(j − j2)
= −2j

b = −
2

(j2 − 1)(j2)
= −2j2
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Exercice 5

1. deg

(
P ′′

P

)
< 0.

P ′′

P
=

n∑
i=1

ai

X − xi

donc

∀i ∈ J1, nK , ai =
P ′′(xi)

P ′(xi)
.

2.
n∑

k=1

P ′′(xk)

P ′(xk)
.

donc

P ′′

P
= λ

n∑
i=1

ai

n∏
j 6=i

(X − xj)

P
λ ∈ C∗

Les coefficiants de Xn−1 est
n∑

i=1

ai en développant l’expression.

Or,
deg(P ′′) < n− 1

Donc
n∑

i=1

ai = 0

Exercice 6

∀i ∈ J1, nK ,
n∑

j=1

xj

aj + αj
= 1

On pose

F =
n∑

j=1

xj

aj +X
∈ C(X).

Donc,
(S) ⇐⇒ ∀i ∈ J1, nK , F (αi) = 0.

De plus, −1 +
n∑

j=1

xj

X + aj
est la décomposition en éléments simples d’une fraction rationelle

ayant pour pôles simples −a1,−a2, . . . ,−an.

Donc, 
F =

P

(X + a1)(X + a2) · · · (X + an)
avec P ∈ C[X]

∀i ∈ J1, nK , F (αi) = 0.

Comme deg(F ) = 0, deg(P ) = n.

De plus,
∀i ∈ J1, nK , P (αi) = 0
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Donc
∃λ ∈ C, P = λ(X − α1)(X − α2) · · · (X − αn).

Donc

∀j ∈ J1, nK , xj =
P (−aj)∏

i 6=j(−aj + ai

=
λ
∏n

i=1(−aj − αi)∏
i6=j(ai − aj)

.

De plus, −1 est le quotient de la division euclidienne de P par
n∏

i=1

(X + ai) c’est-à-dire λ.

Donc, λ = −1.

∀j ∈ J1, nK , xj =

(−1)n+1
n∏

i=1

(aj + αi)∏
16i6n
i 6=j

(ai − aj)
.

Exercice 7
1. (

P ′

P

)
′ =

P ′′P − P ′2

P 2
.

On note x1 6 · · · 6 xn les racines (réelles) de P . Pour tout x 6∈ {x1, . . . , xn}, P ′(x)2−

P ′′(x)P (x) est du signe opposé à f ′(x) où f : x 7→
P ′(x)

P (x)
.

Or,

∀x 6∈ {x1, . . . , xn)}, f(x) =
n∑

i=1

1

x− xi

et donc

∀x 6∈ {x1, . . . , xn}, f ′(x) =
n∑

i=1

−1
(x− xi)2

< 0

donc
∀x 6∈ {x1, . . . , xn}, P ′(x)2 − P ′′(x)P (x) > 0

par continuuité, on a donc

∀x ∈ R, P ′(x)2 − P ′′(x)P (x) > 0.

2. D’après la formule de Taylor,

P =

n∑
k=0

P (k)(0)

k!
Xk.

D’où

∀k ∈ J0, nK , ak =
P (k)(0)

k!
.
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D’où, d’après 1. :
a1

2 − 2a2a0 > 0

Donc si a0a2 > 0,
a0a2 6 2a0a2 6 a0

2

et si a0a2 6 0,
a0a2 6 0 6 a0

2

Soit k ∈ N∗. On a aussi, comme P (k−1) est scindé on a

P (k)(0)2 − P (k+1)(0)P (k−1)(0) > 0

donc
(k!)2a2k − (k + 1)!(k − 1)!ak+1ak−1 > 0

a2k >
k

k + 1
a2k > ak+1ak−1
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