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Construction de K(X)

Proposition — Définition: On définit la relation ~ sur K[X] x (K[X]\ {0}) par
(P,Q)~ (A,B) <= PB=QA

Cette relation est une relation d’équivalence. On note (K[X] x (K[X]\ {0}))/~. Les
éléments de IK(X) sont appelés fractions rationnelles.

On note — la classe d’équivalence du couple (P, Q).

Preuve:
On note E = K[X](K[X]\ {0}).
— Soit (P,Q) € E. PQ = QP car x est commutative dans K[X]. Donc (P, Q) ~
(P,Q)
— Soient (P,Q) € E, (A, B) € E. On suppose que (P,Q) ~ (A, B). Donc PB = QA
Donc, (A, B) ~ (P,Q)
— Soit ((P7 Q), (A, B), (C, D)) € E3. On suppose

¥R@~MB>

(A, B) ~ (C, D)
D’ou,
PB=QA
AD = BC
Donc

PBD = QAD = QBC

donc B(PD —QC) =0
Comme B # 0 et comme K[X] est intégre,

PD—QC =0
et donc (P, Q) ~ (C, D)
O
Proposition: Soient (P, Q) € K[X] x (K[X]\ {0}) et R € K[X]\ {0}. Alors
Pr_ P
QR Q
Preuve:
PR P
OR_ 0 & (PQ,QR) ~ (P,Q)
<= PRQ = QRP
O

P
Définition: Soit (P, Q) € K[X]\ (K[X]\{0}). On dit que la fraction 2 est sous forme
irréductible si PA Q = 1.




Construction de K(X)

Proposition — Définition: Soient (P, Q) ~ (A, B). Alors

deg(P) — deg(Q) = deg(A) — deg(B)

P P
Le degré de 2 est deg(P) — deg(@). On note ce “nombre” deg (6)

Preuve:
On sait que PB = QA donc

deg(P) + deg(Q) = deg(Q) + deg(A)

et donc
deg(P) — deg(Q) = deg(A) — deg(B)

Proposition — Définition: Soient (P, Q) ~ (A, B) et (R, S) ~ (C, D). Alors, (PR, QS)
(AC,BD).

Le produit d e i t PR
e produit de — avec — est ——

Q S QS
Preuve:
On sait que PB =04 . D’ou,

RD = SC

PBRD = QASC
et donc
(PR)(BD) = (QS)(AC)

donc

(PR, QS) ~ (AC, BD)

Proposition — Définition: Avec les notations précédentes,

(PS + RQ,QS) ~ (AD + BC, BD)
On définit la somme de E et E par
Q S
R _ PS+ RQ
SR

+ 05

P
Q

Preuve:



Construction de K(X)

PB =QA

. Donc,
RD = SC

On sait que {

(PS + RQ)BD = PSBD + RQBD
= QASD + SCQB

= QS(AD + BC)
Théoréme: (]K(X), +, ><) est un corps.
P R A
Preuve (partielle): 1. “+7 est associative : soient (6, 3 E) e K(X)3.

Q+ SB QSB

E+<E+é>_£ RB+ AS PSB + QRB + QAS
Q S B
Il
(EJFE) é_PS+RQ+é_PSB+RQB+AQS
Q S) B QS B QSB
2. “47 est commutative

0
3. I est neutre pour “+ 7

E 97P><1+0><Q7£
Q+1’ Qx1 T Q
4. Soitge]K(X).
P -P_PQ-QP_ 0 0
R Q @ @ 1

5. “ X7 est associative

6. “ X7 est commutative

1
7. 1 est le neutre pour “ x”

P A
8. Soient (77577) € K(X)3
Q' S’ B

E(R+é)_EXRB+AS_PRB+PAS
Q\S B Q SB QSB
et
P R P A PR PA
— X =4+ =X==—+—
Q S Q B QS @B
_ PRQB+ QSPA
B Q2SB
_ PRB+SPA
N QSB



Construction de K(X)

P
9. Soit§¢%doncP><1;£Q><0doncP7ﬁO.

P » Q PQ 1
Q P PQ 1
1,0
10. Iyéicarlxlyéoxl
O
Proposition:
P A PH4+A
VP, A € K[X],VQ € K[X] \ {0}, =+ == -
Q @
KX] — K(X)
Proposition: ¢ : P est un morphisme d’anneaux injectif.
P +— —
1
Preuve:
Soient P, Q € K[X].
. P+ P . .
P+ ="E2-2 1 C_ip)1i@
Q_PQ P Q . }
PQ) = = = x =X —ipP
i(PQ) 2 =T x 2P xiQ
1
(1) = ~
i) = <
Donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
. . 0
P € Ker(i) < i(P) = m
P —
11
<~ Px1=0x1
<~ P=0
donc 7 est injective. O
o . 2
Définition: Soient A € K et F' = o} € K(X). On pose
AP X P
AN = —=—x —
Q 1 @
KX] — K(X)
Proposition: (]K(X), +, ) est un IK-espace vectoriel et 7 : P est
P = T
linéaire. O




I Construction de K(X)

REMARQUE:
K[X] est un sous-anneau de K(X)

P P
On peut identifier P € K[X]| avec — € K(X) i.e. écrire P = — et alors :
1 1 K[X] est un sous-espace vectoriel de K(X)

De plus, les deux définitions de degré coincident.

Proposition: Soit F,G € K(X).

1. deg(F + G) < max(deg F, deg G)
Si deg(F') # deg(G) alors deg(F + G) = max(deg F, deg G) ;

2. deg(FG) = deg(F) + deg(G) ;

3. Si F'#0, deg (%) = —deg(F).

Preuve: A =

O F=—¢etG=—.

n pose Be 0

A

1. Fig= AQ+PB
BQ

deg P — deg Q.

. On suppose que deg(F') > deg(G) i.e. degA — degB >

deg(F + G) = deg(QA + PB) — deg(BQ)
On a

deg(AQ) = deg(A) + deg(Q) > deg(P) + deg(B) = deg(PB).
D’ou

deg(F + G) < deg(AQ) — deg(BQ) = deg (g—g) = deg(F).

Si deg(F') > deg(Q), alors deg(AQ) > deg(PB) et donc

deg(F' + G) = deg(AQ) — deg(BQ) = deg(F).

deg(FG) = deg (g—g)
— deg(AP) — deg(BQ)
= deg(A) + deg(P) — deg(B) — deg(Q)
=deg '+ degG.

3. deg (%) = deg(1l) — deg(F') = —deg(F)




Deuxiéme partie

Décomposition en éléments simples



11 Décomposition en éléments simples

Définition

Lemme:

VF € K(X),3(E,G) € K[X] x K(X), {jeg:(g)zcé

On dit que E est la partie entiére de F'.

Preuve: =
On pose F = 2 avec P € K[X],Q € K[X]\ {0}.

AnaLyse Soit E € K[X] et G € K(X) tels que
F =FE+ Gdeg(G) < 0.

On pose G = % avec A € K[X].

F=FE+G < P—E-l-A
Q Q

< P=EQ+ A.

deg G < 0,deg A < deg Q.
Don FE est le quotient de la division euclidienne de P par @ et A sont reste.

SyNTHESE Soient F le quotient et A le reste de la division euclidienne de P par Q.

On a alors
P=EQ+ A
deg(A) < deg(Q)
et donc A A
F:E+—deg(—)<0.
Q Q
O
EXEMPI§E:
X X-1
F:+7,degF:1.
X242
-X -1
Donc,
X(X2+2)—(X+1 X +1
p_ XX+ - (X+1) X+

X2 12 T X242

Lemme: Soit F' = i avec
AB

(P, 4, B) € K[X]%;
A # 0; B # 0
AANB=1;degF < 0.




11 Décomposition en éléments simples

Alors,
u v
=—d 5
(U, V) € K[X]?, 54 v
deg Z) <0 et deg (E)
Preuve:  ANALYSE On suppose que
u Vv
F=—+4—
A * B

U € K[X],degU < deg A
V € K[X],degV < deg B.

D’ou

P _UB+VA

AB  AB
et donc P = UB 4 V A. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe (R, S) € K[X]?
tel que

RB+ SA=P.
On a alors
0=B(R-U)+A(S-V)
donc
A(S—-V)=B({U - R)

donc

A | B(U — R) dans K[X].

D’aprés le théoréme de Gauf,
A|U-R

Donc U — R = AT avec T € K[X] donc

A(S — V) = BAT

donc
S—V =BT
donc
R=-AT+U
S=BT+V
On a
S=BT+V
degV < deg B

donc V est le reste de la division euclidienne de S par B et U est le reste de la
division euclidienne de R par A.
SyntaEsE Soit (R, S) € K[X]? tel que

P =RB+ SA.
Soit V' le reste de la division euclidienne de S par B.

{S:BT+V,T€1K[X]

degV < deg B
D’ou,
P R 1% R+AT V
— =4 T+ — = + _
AB A B A B

10



11 Décomposition en éléments simples

: deg (%) — deg(V) — deg(B) < 0.

R+ AT
Si deg (+T) > 0, alors

R+ AT \%
deg <+T) > deg <§>

et alors » P
+
d — ] =d —— ] >0.
eg(AB) eg( A )
Or,
P
d — ] <0.
eg(AB)
Donc

AT
deg <R+T) < 0.

On pose U = R+ AT'. On a bien

2 u Vv U \%
E:Z—I—Eavec deg(v)<0 et deg<E><O.

O
. . . P
Lemme: Soit H € K[X] irréductible, n € N, P € K[X], F = o) et deg FF < 0.
Alors,
U \%
2 .
E”(U, V) € ]K[X] ,F = ﬁ ot W,
degU < deg H;
d \%
Preuve: ~ ANALYSE F = v + e avec
Hn Hn—1
degU < deg H,

U € K[X],V € K[X],

de )<0.

g Hn—1
D’ou
P=U+VH, degU < deg H.

Donc V est le quotient et U le reste de la division euclidienne de P par H.
SynTHESE Soient V' et U le quotient et le reste de la division euclidienne de P par

H :
P=U+VH
degU < deg H.
D’ou - -
F=qm * g
degU < deg H

11



11 Décomposition en éléments simples

) > 0 : une contradiction. Donc

. Vv v
Si deg (W) > 0, alors deg F' = deg (W

Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur C(X)): Soit F' €

P
K(X), F = — la forme irréductible de F. On note (21, ..., 2p) les racines complexes de
Q et (p1, ..., pp) leur multiplicité.
Alors,
3!(E,a1,1, ce 01 02,153 A2 gy Ap - - 7ap,#p) € C[X] x CngQ,

p Hi
_ i j
F_E+.Z Z (X —z)d
=1 \j=1

EXEMPLE:
-1

F=—— — QX
X5-|-2X3-s-Xe (X)
XT—1 | X?4+2x34+ X

XY 4= DB 4 3% X2 =9

PR =K =1

— KB — AK® = DX

I LK =1

3X3 42X —1

F=(X?2-2)+ ———
( )+X5+2X3+X

X% 42X3 4 X = X(X*+2X2%+1)
= X(X%+1)2
= X(X - )*(X +1)?

D’aprés le 2°™€ lemme,
3X34+2X —1 a bX + ¢

X5 4+2X3 4+ X 7}+(X—z‘)2

D’apreés le 3°™¢ lemme,

bX +c _ f " g
X—2  (x—i2 " x—q
dX+e _ h h
X+ X+ T x+i
2 a f g h k
=X -9+ g+ mt St T T X

On multiplie par X :

X7—-1
X44+2X241

f g h k
X([x2=2 .
ot ( +(X—i)2+X—i+(X—i)2+X+1>

12



11 Décomposition en éléments simples

En remplagant X par 0, on obtient
g=—===I

On multiplie par (X —i)? et on remplace X par 7 :

362 +2i — 1
T ono I
1(21)
Donc,
——1 1 i
f=—% =171
De méme,
3(—=i)34+2(-)—1 - 1 i
= TN W Pl
—i(—2i)? F=31%1

13



i

Donc,

3X2+2X—1+1 1 1 1+i 1 __9 h
X5 42X3 X 4 4) (X —i)2 4 4) (X+id)2 X—i X+i

g ho 3X342X - 14+ X*4+2X2 414+ X(X+4)? (-3 +2) - X(X-)? (3 -2)

X—i+X-‘ri X54+2X3+ X
12X3 +8X —4+4X4 +8X2+4+ X3(—=1+4) + (1 —49)X — X3(1 +4) —2X2(1 —4) + X(1 + 1)

4(X5 +2X3 + X)
4X* 4+ 10X3 4+ 8X2% + 10X
4(X54+2X3 + X)
_ 2X%4+5X2+2X +5
T 2(X442X241)
(X —)(X +49)(@2X +5)
T 2(X —i)2(X +i)2
B 2X 45
T2AX — i) (X +1i)

245 (2i45)i  2-5i
Y= ox2u -4 4

po 20045 _ 2450
To2(=20) 4

1T

sorduIrs SJUOTY[ WS UOTHISOdTW09(]



II

Décomposition en éléments simples

Preuve:

P
On suppose 0 ¢ C[X]. On peut supposer @ unitaire.

ExisTeENCE D’aprés le lemme 1, il existe F € C[X], G € C(X) tels que

P

—=FE+G
{Q )

deg(G) < 0

A
Soit = la forme irréductible de G' avec B unitaire (AA B =1 et A # 0).

P A
Q B
donc
PB=EBQ+AQ (%
donc
AQ = PB — EBQ
donc
A|B(P - EQ)
D’aprés le théoréme de Gaufi,
A|P—EQ
Soit R € C[X] tel que
AR=P — EQ
o AR P A
st _p=Z=
Q @ B
D’ou
L
Q B
donc B | Q.
De (%), on a aussi
P|Q(EB+ A)
Or, PAQ = 1. Donc
P|EB+ A
Soit S € C[X] tel que
PS=FEB+ A
Donc
PS A P
2 _Ep+ =
B B Q
Donc
g2
B Q
et donc Q | B
Donc @ = B (car ils sont unitaires).
A
Donc G = —.
Q
Or,
P
Q=]]X—z)"

g=1l

Vi # by (X — 2" A (X = 2)P = 1

15



11 Décomposition en éléments simples

D’aprés le lemme 2, il existe (A1,...,Ap) € C[X]P tel que

Q I (X —z)h
Vj € [1,p],deg(Aj) < py

Soit j € [1,p]. D’aprés le lemme 3,

Aj aj,u; Ajn

(X —z)% (X —z)P (X —z)Hi~

avec
aju; €C
A1 € CpyalX]
En itérant ce procédé, on trouve (aj#j ,.,a51) € CHi tel que
Aj _ : a5,k
X =) 2 (X—2)F
D’ou
K
2 a; i
Z-E+Y) J,
AT
Q F=1 il (X —2)
deg( )<O0

P N
UniciTE Soit By € C[X] et (bj 1) 1<j<p € CEi=1"5 tels que

1<k<p;

P
*7E1+ZZ(X_Z]

Jj=1k=1

deg( )<O0

D’apreés le lemme 1,

E= Eletzz a_]’z)k ZZm

Jlkl j=1k=1

Vi€ [L,p],
i bik i bik(X —z)Hik
= (X —z5)F (X —z5)kd
I
ij: a2l an(X - z)ts
= (X —z5)k (X — z5)t

Donc,
Hj Hj
D ain(X —2)F =" by (X — z)*
k=1 k=1
Comme (X — z;, (X — 2i)%, (X — z;j)"4) est libre dans C[X],

Vk € [1, 1], b5k = aj k

16



Décomposition en éléments simples

Théoréme (Théoréme de décomposition en éléments simples sur R(X)): Soit (P, Q) €
R[X]?, PAQ =1, Q unitaire, Q & {0,1}. On pose

q

p
Q=TI —a)* [T(X? + X + B)"*
i=1 k=1
avec
p€eN,qge N,
(a1,...,ap) € RP
(ea,...,0q,B1,...,Bq) € R4
(s ees fipy Vs .oy vp) € INPTE
Vi€ [1,q], 0} —46r <0
Alors
SHBAL L o 0 0 0 Vilogin 9 VBl 0 0 © 0 TBefimyn 0 0 0 Fhpillr 0 0 0 0 Tl
@il 0 00 0 Ol 0 @il 0 0 0 5 R0 0 00 Gligiln o 0 0 0 Gz
61,1,...,61’,,1,62,1,...,62}1,2,...,qu1,...,6q7uq)

€ R[X] x R¥ T Fhp x R2(v1++vg)

P M4

*—E+ZZ(XA’_“;Z

g=Iil g=il

Vi
6ij+Ekj
+ ) ) i
ZZ—X2+akX+Bk)J

kl]l

PAQ =
Définition: Soit F € C(X). Soient (P,Q) € C[X]? tels que P 5
Q

Les racines de P sont appelées zéros de F'
Les racines de @ sont appelées poles de F'

Proposition: Soit F' € C(X) et z € C un pdle simple de F. Le coefficient devant

P(z)

1
— dans la décomposition en éléments simples de F' est .
X= Q'(2)
Preuve:
Soit (P, Q) € C[X]? tels que
2
F=—
Q
PAQ=1
@ unitaire

On pose

q
= Z) H(X — Zi)ui

=il

17




II

Décomposition en éléments simples

ol 21,...,%q sont les racines distinctes de z du polynéme @. Donc,
P “ qa bi k
S - + J
G S P

avec a, (bi,k) 1<i<q des nombres complexes.
1<k<p
On muliplie par X — z.

r - bi k
q =a+ (X — Z) Z Z g =
H(X — ;)M i=1k=1 (X —z)
g=i
On remplace X par z.
P(z) ;
H(Z — )k
i=1
Or,
q
Q=(X—2) H(X — )M
i=1
D’ou
q a ,
Q=[x -z)+(X -2 <H(X - Zi)m)
= i=1
Don ,
Q'(2) = [ (2 — ze)*
i=1
Donc
_ P(3)
- Q(2)

Proposition: Soit P € C[X] avec deg(P) > 1, (21, ..., 2p) lesracines de P, pu1, ...

leur multiplicité. Alors

Preuve:
On pose
P
P=q H(X — z;)Hi
i=1
Donc

18
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11 Décomposition en éléments simples

D’ou
P EDD_ ) (X = z)#i T T (X — 2)P
P AT (X — 2k
_ Xp:u' (X —z)*i g # ) (X —2)M
- K2 .
i=1 j=1(X = 2"
- 1
i=1 X =z
REMARQUE:

Il existe un “truc” pour retenir cette formule :

pr / P ARY p 2 1
- =) = <1n <ai=1_[1(Xzi)“’>> = <Zu¢ln(XZi)> =ZuiX7Zi

n’existe pas! =1 =l

19
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