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I Matrices d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E.

Définition: Soit x ∈ E. On sait qu’il existe un unique n-uplet (x1, . . . , xn) ∈ Kn tel
que

x =
n∑

i=1

xiei

La matrice de x dans la base B est la colonne

MatB(x) =


x1

x2

...
xn

 .

Remarque:
En général, si B et B′ sont 2 bases différentes, alors MatB(x) 6= MatB′ (x).

3



Deuxième partie

Matrice d’une famille de vecteurs
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II Matrice d’une famille de vecteurs

Soient E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (e1, . . . , en) une base de E,
F = (u1, . . . , up) une famille de vecteurs de E.

Définition: La matrice de F dans la base B est la matrice M telle que, pour tout
j ∈ J1, pK, la j-ème colonne de M est MatB(uj).

Proposition: Soit F une famille de vecteurs de E.

rg(F ) = rg
(

MatB(F )
)

�

Corollaire: Soit F = (u1, . . . , up) ∈ Ep et B = (e1, . . . , en) une base de E, et
M = MatB(F ).

1. F est libre ⇐⇒ rg(M) = p

2. E = Vect(F ) ⇐⇒ rg(M) = n

3. F base de E ⇐⇒ n = p = rg(M) ⇐⇒ M ∈ GLn(K)
Dans ce cas,

(MatB(F ))−1 = MatF (B)

�
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III Matrices d’une application linéaire

Soit f ∈ L (E,F ), B = (e1, . . . , en) une base de E et C = (f1, . . . , fp) une base de F .

Proposition – Définition: Soit x ∈ E et X =

x1

...
xn

 = MatB(x). Soit y ∈ F et

Y =

y1
...
yp

 = MatC (y). On pose A =

a11 . . . a1,n
...

. . .
...

ap,1 . . . ap,n

 ∈Mp,n(K) telle que

∀j ∈ J1, nK ,

a1,j
...

ap,j

 = MatC

(
f(ej)

)

Alors
y = f(x) ⇐⇒ Y = AX

On dit que A est la matrice de f dans les bases B et C . On la note MatB,C (f).

�

Théorème: Soient E et F deuxK-espaces vectoriels de dimension finie, B = (e1, . . . , en)
une base de E et C = (f1, . . . , fp) une base de F .

Φ : L (E,F ) −→Mp,n(K)

f 7−→ MatB,C (f)

Φ est un K-isomorphisme linéaire.

�

Corollaire: Si E et F sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors

dim
(
L (E,F )

)
= dim(E)× dim(F )

Théorème: Soient f ∈ L (E,F ) et g ∈ L (F,G), B une base de E, C une base de F
et D une base de G. Alors

MatB,D(g ◦ f) = MatC ,D(g)×MatB,C (f)

�
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IV Formules de changement de bases

Proposition: Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient B1 et B2 deux bases de E et x ∈ E. Soit P = PB1→B2

= MatB1
(B2).

Alors
MatB2

(x) = P−1 MatB1
(x)

�

Proposition: Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie B1 et B2

deux bases de E, et C1,C2 deux bases de F et f ∈ L (E,F ).

Soient


P = PB1→B2

= MatB1
(B2)

Q = PC1→C2
= MatC1

(C2)

A = MatB1,C1
(f)

Alors,

MatB2,C2
(f) = Q−1AP

�

Proposition – Définition: Soient (A,B) ∈Mp,n(K)2.
On dit que A et B sont équivalentes si

∃(P,Q) ∈ GLn(K)×GLp(K), B = Q−1AP

Cette relation est une relation d’équivalence.

Théorème: Soit f ∈ L (E), B et C deux bases de E, P = PB→C = MatB(C ),
A = MatB(f) et B = MatC (f).
Alors

B = P−1AP.

Définition: Soit (A,B) ∈ Mn(K)2. On dit que A et B sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que

B = P−1AP.

L’ensemble
{
P−1AP | P ∈ GLn(K)

}
est la classe de similitude de A.

Définition: Soit A = (ai,j) ∈Mn(K).
La trace de A est

tr(A) =

n∑
i=1

ai,i

Proposition: 1. tr ∈ L
(
Mn(K),K

)
= Mn(K)∗
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IV Formules de changement de bases

2. ∀A,B ∈Mn(K), tr(AB) = tr(BA)

�

Proposition: Soit (A,B) ∈Mn(K)2.

A et B semblables =⇒ tr(A) = tr(B)

�

Remarque (" Attention):

A =

(
1 0
1 1

)
et B =

(
1 0
0 1

)
tr(A) = 2 = tr(B)
Or, A et B ne sont pas semblables, sinon

A = P−1BP avec P ∈ GL2(K) = P−1I2P

= P−1P

= I2 6= A

Définition

Corollaire: Soit f ∈ L (E) et B une base de E. A = MatB(f). La trace de f est
tr(A).
Ce nombre ne dépend pas de la base B choisie. On note ce nombre tr(f).

Proposition: Soit p un projecteur de E de dimension finie. Alors

tr(p) = rg(p)

�
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V Conséquences

Proposition: La multiplication matricielle est associative.

�

Proposition: Soit (A,B) ∈ Mn(K)2. On suppose que AB = In. Alors (A,B) ∈
GLn(K)2 et A−1 = B.

�

Remarque:
Au passage, on a montré que

f ∈ GL(E) ⇐⇒ MatB(f) ∈ GLn(K)

et, dans ce cas,
MatB(f−1) = MatB(f)−1

Proposition: Soit A ∈Mp,n(K).

Le nombre maximal de lignes linéairement indépendantes de A est égal au rang de A.

�

Définition: Soit A = (ai,j)16i6p
16j6n

∈Mp,n(K).

La transposée de A, notée tA = (bj,i)16j6n
16i6p

∈Mn,p(K) est définie par

∀i ∈ J1, pK , ∀j ∈ J1, nK , bj,i = ai,j .

Les lignes de tA sont les colonnes de A. Les colonnes de tA sont les lignes de A.

Corollaire:
∀A ∈Mn,p(K), rg(A) = rg(tA)

Proposition: Mn(K) −→ Mn(K)
A 7−→ tA

est la symétrie par rapport à Sn(K) paral-

lèlement à An(K) où

Sn(K) = {A ∈Mn(K) | tA = A} =


(u)

(u)


et

An(K) = {A ∈Mn(K) | tA = −A} =


0

(u)

(−u)
0
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V Conséquences

et donc
Sn(K)⊕An(K) = Mn(K).

�

Proposition: Soit A ∈Mn,p(K) et B ∈Mp,q(K).

t(AB) = tBtA

�

Corollaire: Si A ∈ GLn(K) alors tA ∈ GLn(K) et(
tA
)−1

= t
(
A−1

)
�
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VI Matrices par blocs

Proposition: Soient F et G supplémentaires dans E :

E = F ⊕G.

Soit f ∈ L (F ) et g ∈ L (G). Alors

∃!h ∈ L (E)h|F = f, h|G = g et h = f ◦ p + g ◦ q

où

{
p est la projection sur F parallèlement à G

q est la projection sur G parallèlement à F
.

On a aussi q = idE −p.

�

Proposition: On reprend les notations et hypothèses précédentes. Soit (e1, . . . , ep)
une base de F , et (f1, . . . , fq) une base de G. Alors, B = (e1, . . . , ep, f1, . . . , fq) est une
base de E et

MatB(h) =

(
A 0
0 B

)

où

{
A = Mat(e1,...ep)(f)

B = Mat(f1,...,fq)(g)

Proposition: Soient (A,A′) ∈Mn(K)2 et (B,B′) ∈Mp(K)2.
1. (

A 0
0 B

)(
A′ 0
0 B′

)
=

(
AA′ 0

0 BB′

)
2. (

A 0
0 B

)
∈ GLn+p(K) ⇐⇒

{
A ∈ GLn(K)

B ∈ GLp(K)

et dans ce cas, (
A 0
0 B

)−1

=

(
A−1 0

0 B−1

)
3.

tr

(
A 0

0 B

)
= trA + trB

�

Proposition: Soient A,A′ ∈Mn(K), B,B′ ∈Mn,p(K), C,C′ ∈Mp,n(K) et D,D′ ∈
Mp(K).

(
A B
C D

)(
A′ B′

C′ D′

)
=

(
AA′ + BC′ AB′ + BD′

CA′ + DC′ CB′ + DD′

)
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VI Matrices par blocs

Cette formule se généralise à un nombre quelconque de blocs :
A11 A12 · · · A1,n

A21 A22 · · · A2,n

...
...

. . .
...

Ap,1 Ap,2 · · · Ap,n




A′11 A′12 · · · A′1,n
A′21 A′22 · · · A′2,n
...

...
. . .

...
A′p,1 A′p,2 · · · A′p,n


Cette matrice se calcyle comme on s’y attend si les dimensions des blocs autorisent les
produits.

Proposition: Le rang d’une matrice A, c’est la taille de la plus grande matrice carrée
inversible que l’on peut extraire de A.
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