CHAPITRE 21

abnices et anplications

. 4 °

Hugo SarLou MP2I

Derniére mise a jour le 14 juin 2022



TABLE DES MATIERES

(Il __Matrices d’un vecteur]

I Maitce T Famille d |

[IIT Matrices d’une application linéaire|

IV " Formules de changement de bases|

[V Conséquences|

[VI  Matrices par blocs|

11

14




Premiére partie

Matrices d’un vecteur



Matrices d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit & = (e1,...,en) une base de E.

Définition:

Soit z € E. On sait qu’il existe un unique n-uplet (z1,
que

n
w = E Tie;
i=1

La matrice de z dans la base Z est la colonne

ooy xn) € K™ tel

1

T2
Matg(z) =

Tn

REMARQUE:

En général, si Z et %’ sont 2 bases différentes, alors Mat g (z) # Mat g ().




Deuxiéme partie

Matrice d’une famille de vecteurs



11 Matrice d’une famille de vecteurs

Soient E est un KK-espace vectoriel de dimension finie n, # = (e1,...,en) une base de E,
F = (u1,...,up) une famille de vecteurs de E.

Définition: La matrice de % dans la base & est la matrice M telle que, pour tout
j € [1,p], la j-éme colonne de M est Matg(u;).

Proposition: Soit .# une famille de vecteurs de E.

1g(#) = rg (Mat(7))

|
Corollaire: Soit % = (u1,...,up) € EP et & = (e1,...,en) une base de E, et
M = Mat g (F).
1. Z est libre <= rg(M)=p
2. E=Vect(ZF) < rg(M)=n
3. Fbasede E <= n=p=r1g(M) <= M € GL,(K)
Dans ce cas,
(Matg (%)) ~! = Mat # (%)
|



Troisiéme partie

Matrices d’une application linéaire



111 Matrices d'une application linéaire

Soit f € Z(E,F), # = (e1,...,en) une base de E et € = (f1,..., fp) une base de F.

z1
Proposition — Définition: Soit z € E et X = | | | = Matg(z). Soit y € F et
x.n
Y1 ail c.. Qln
Y =| : | =Matg(y). On pose A = € Mpn(K) telle que
Yp apl ... Gpn
al,j
Vi e [1,n], = Mate (f(e;))
ap,j

Alors
y=f(z) < Y =AX

On dit que A est la matrice de f dans les bases # et €. On la note Mat gz «(f).

|
Théoréme: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, Z = (e1, ..., ey)
une base de E et € = (f1,..., fp) une base de F.

D: L(E,F) — Mpn(K)
[ Matg «(f)

P est un K-isomorphisme linéaire.

|
Corollaire: Si E et F' sont deux IK-espaces vectoriels de dimension finie, alors

dim (Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)
O
Théoréme: Soient f € Z(E,F) et g € L (F,G), % une base de E, ¢ une base de F
et Z une base de G. Alors
Matg, (g o f) = Maty, o (g) x Matg,«(f)
|



Quatriéme partie

Formules de changement de bases



v

Formules de changement de bases

Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient A1 et %2 deux bases de F et © € E. Soit P = Py, _, 5, = Matg, (%2).

Alors
Matg, (z) = P~ Matg, (z)

Proposition: Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie %; et %2
deux bases de E, et €1, %2 deux bases de F et f € Z(E, F).

P = Py, 5, = Matg, (%2)
Soient § Q = Py, ¢, = Mate, (62) Alors,

A = Matg, «, (f)

Matg, 4, (f) = Q' AP

Proposition — Définition: Soient (A, B) € 4, (K)2.
On dit que A et B sont équivalentes si

J(P,Q) € GL,(K) x GL,(K), B =Q tAP

Cette relation est une relation d’équivalence. O

Théoréme: Soit f € ZL(FE), # et € deux bases de E, P = Py ,o = Maty(¥¢),
A =Matg(f) et B= Matg(f).

Alors
B=P lAP.

Définition: Soit (A, B) € .#,(K)2. On dit que A et B sont semblables s’il existe

P € GLy (K) telle que
B =P 'AP.

L’ensemble {P~'AP | P € GLn(K)} est la classe de similitude de A.

Définition: Soit A = (a;,;) € #n(K).

La trace de A est
n
tr(A) = Z Qi
i=1

Proposition: 1. tr € L(tn(K),K) = #n(K)*




v Formules de changement de bases

2. VA, B € Mn(K), tr(AB) = tr(BA)

Proposition: Soit (A, B) € .4, (K)>.

A et B semblables = tr(A) = tr(B)

REMARQUE (/\ Attention):

1 0 1 0
A:(l 1>etB:(o 1)

tr(A) = 2 = tr(B)
Or, A et B ne sont pas semblables, sinon
A= P 'BP avec P € GLo(K) =P lLP
=p'p
=I#A

Définition

Corollaire: Soit f € Z(FE) et # une base de E. A = Matg(f). La trace de f est
tr(A).

Ce nombre ne dépend pas de la base & choisie. On note ce nombre tr(f). O

Proposition: Soit p un projecteur de E de dimension finie. Alors

tr(p) = rg(p)
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VvV Conséquences

Proposition: La multiplication matricielle est associative.
|
Proposition: Soit (A, B) € .#,(K)2. On suppose que AB = I,. Alors (A,B) €
GL,(K)% et A~! = B.
|
REMARQUE:
Au passage, on a montré que
f € GL(F) <= Matg(f) € GLn(K)
et, dans ce cas,
Matg(f ") = Matg(f) ™"
Proposition: Soit A € . »(K).
Le nombre maximal de lignes linéairement indépendantes de A est égal au rang de A.
|
Définition: Soit A = (ai,j)lgigp € kﬂpyn(]K).
<j<n
La transposée de A, notée ‘A = (bj ;)1<j<n € #n,p(K) est définie par
1<i<p
Vi € [[l,pﬂ ,Vj (S [[1,7’1]] ,bjﬂ' =aj,j.
Les lignes de *A sont les colonnes de A. Les colonnes de ‘A sont les lignes de A.
Corollaire:
VA € Ml p(K), rg(A) = rg(‘A)
O
Proposition: ///n(]KX : tj/i/n(]K) est la symétrie par rapport a Sy, (IK) paral-

lelement & A, (K) ou

Sn(K) ={A € Mn(K) |'"A= A} = &
(u)

et
(U

An(K)={A € (K) | A=A} = ‘

12



Conséquences

et donc

Sn(K) @ An(K) = An(K).

Proposition: Soit A € #y,p(K) et B € Mp,q(K).

Y{AB) ='B'A

Corollaire: Si A € GL, (K) alors ‘A € GLy, (K) et

()7 =447

13



Sixiéme partie

Matrices par blocs
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VI

Matrices par blocs

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E :

E=F&G.

Soit f € Z(F) et g € Z(G). Alors

3h € L(E)hr =f, hjg=g et h=fop+gogq

. {p est la projection sur F' parallélement & G
ol

q est la projection sur G parallélement & F'

On a aussi ¢ =idg —p.

Proposition: On reprend les notations et hypothéses précédentes. Soit (e, ...,ep)
une base de F, et (f1,..., fq) une base de G. Alors, Z = (e1,...,€ep, f1,..., fq) est une

base de E et

A= Mat(el
ou
B = Mat(fl

Proposition:

Matgs () = ( oo )

,4..ep)(f) O
,,,,, i) (9)

Soient (A, A") € Mn(K)? et (B, B') € 4, (K)2.

A
Ao A"l o\ _[AA ] o0
0B 0 [B") \ 0 [BF

A 0 Ae GLn(]K)
(T‘?) S GLn+p(K) = {B € GLp(]K)

et dans ce cas,

Proposition:

My (K).

(&) -t
w(A12) cwares

Soient A, A’ € #,(K), B,B" € Mnp(K), C,C' € Mpn(K)et D,D" €

A| B
c|D

A" | B\ _( AA'+ BC' | AB'+BD'
~\ CA+DC" | CB"+ DD’
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Matrices par blocs

Cette formule se généralise & un nombre quelconque de blocs :

! i i

Ain | Ap | - | A1 Al 12 | 1,n
T 7 7

A21 | Aa | - | A2 21 22 | ¢ 2.n
Aor | Apn || A A A N

p,1 ;2 p,n p,1 P,2 Psn

Cette matrice se calcyle comme on s’y attend si les dimensions des blocs autorisent les
produits.

Proposition: Le rang d’une matrice A, c’est la taille de la plus grande matrice carrée
inversible que l'on peut extraire de A. O
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