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Exercice 1
Soit ¢ I’endomorphisme de Ry, [X] défini par ¢(P) = P(X + 1).

1. La base canonique de Ry, [X] est Z = (1, X, X2,...,X").

Vk € [[17"]]7 L/7()(16) =(X+ l)k

-3 ()

Donc,
1 1 Teeeennn- 1
0 1 2¢eueves n
A=
0 0 Oeevennrt 1

A est inversible <= ¢ bijective

C KalX] — Ka[X]
On pose 9 : P — P(X-1)
@ et 1 sont réciproques 'une de ’autre donc

Al = Matg ().

Yk € [1,n], $(XF) = (X — 1)F



Donc,

1 -1 il cocooooos (=)™
1 —2eenn.. (=iye="
A—l — : .
0 0 @co00000000000 1

Exercice 2
Soit a € C* et f: z+ 2+ az.

1. Vz € C, f(z) € C.
Soient (x,y) € C? et (), p) € RZ.

Oz + py) = Oa + py) + aQaz + py)
= Az + py + a T 4 apy
= ANz + aT) + p(y + ay)
= A (@) + pf(y)

Donc f € .Z(C).
2. f(l)=14+axl=a+1
fG) =i+ax(=i)=i(a—1)

o= (320 20

3. Soit z € C. On pose z = x + iy avec z,y € R.

u(5) = Gl tvins)

det(M) = (14 Re(a)) (— Re(a) + 1) — Im(a)?
=1 — %e(a)? — Tm(a)?

=1—|af?

Sia#1, Ker(f) ={0}. Sia=1,
Cas 1 Re(a) = —1, alors

0=0
y = 0.
Ker(f) = Vect(e1) = Vect(1) = R
Cas 2 Re(a) # —1, alors

On a

{x _ —yIm(a)
1+ Re(a)
et donc
== (Few )
On a

Ker(f) = Vect (— Im(a) + i(1 + Re(a)))



dim(Im f) = dim(C) — dim(Ker f)
=1

Donc, si Re(a) # —1,
Jm(f) = Vect(1l + a)

sinon

Jm(f) = Vect(2¢) = iR

Exercice 4

n

VP € Ru[X], /1 Pty dt =S AiP(a:)
0 i=0

On pose
f:Rp[X] — R

P /1 P(t)dt.
0

n

VP € Rn[X], f(P) =Y \iP(a;)
1=0

On pose

gi : Ru[X] — R
Pn—)P(al)

n
On doit montrer : | VP € R, [X], f(P) = Z)‘i gi(P).
i=0

% = (90,---,9n) est une base de R, [X]*. Soit ¥ = (1,X,...,X™) la base canonique de
K, [X].

Onagi(l)=1,qg1(X)=a1, ..., g1(X") =a1"

Donc,
1 1 1
ao ai Qn
A= .
ap”  a" @

tA = Mat (D) ou D est la base des polyndémes interpolateurs de Lagrange.

Donc ‘A inversible et donc A inversible.



Exercice 5
dim(E) =net f € Z(FE). On suppose fo f =0.

ANAYLYSE Soit # = (u1,...,un) une base de F telle que
Qcvvnvnnnnn O] 1. 0eeeenees 0
: N : :
Matz(f) = | | A R
: S R P 0 1

Vi<n—p,f(u;)=0

Vi>n—p, f(ui) = wi-nip

up = f(Un—p+1)
uz = f(un—p+2)

Up = f(un)

SyNTHESE Soit F tel que Ker(f) @ F = E. On pose p = dim(F) et € = (v1,..

base de F'.
Vivun7p+i = V;
u; = f(un—p+i) pour i € [1,p]

La famille (u1,...,Up, Un—pt1,.-.,uUn) est-elle libre ?
Soit F' un supplémentaire de Ker(f) :

Ker(f)®@ F=F

On pose p = dim(F) et (v1,...,vp) une base de F.

Un—p+1 = V1

Un—p+2 = V2

Un = Vp

On pose aussi
ur = f(un—p+1) = f(v1)
ug = f(un—p+2) = f(v2)

up = f(un) = f(vp).
Vi € [1,p], f(uwi) = f(f(vi)) =0

donc
Vi € [1,p] ,u; € Ker(f).
Montrons que (u1,...,up) est libre. Soit (A1,...,\p) € KP. On suppose
2
> Niui =0
i=1
Donc

p
D o Aif(vi) =0
=0

.,Up) une



donc
D
f <Z Am) =0
i=1
donc

P
Z Xiv; € Ker(f).

1=0
Or,

P
Z)\illi e F.
=il

Comme F' N Ker(f) = {0} :

p
Z)\wi = (),
g=ll

Comme (v1,...,vp) est libre,

Vi € [1,p], X = 0.

On compléte (u1,...,up) en une base (u1,...,Up, Upt1,...,Un—p) de Ker(f) (dim(Ker f) =
dim E — dim F' = n — p. Montrons que (u1,...,uy) est libre. Soit (p1,...,un) € K".

On suppose
n
Z wiu; = 0.
i=1

Donc,
n—p n
Z HiUs = — Z i Us .
=1 t=n—p+1
———
€Ker f eFr
Donc
n—p
Z piu; =0
i=1
n
t=n—p+1
Comme (u1,...,un—p) est libre :
Vi € [1,n —p],ui = 0.
Comme (Un—pt1,.-.,un) est libre :
Vie[n—p+1,n],p =0.
Donc (u1,...,up) est libre. donc, c’est une base de E.

Mat(u,,....un) (f) :< Egg (%,) )

Exercice 7
dim(E) = n donc dim (Z(E)) = n.
On cherche M € 4y, (K) telle que M? = M.

Vi € [[1vnﬂ 767.2,1' = €i,i



2 2
(ek,e +€ii)° = € + ek p€ii + ek o+ €iik,e

{o sik#j
€i,5€k, L =

€;¢ sinon

Casl L#£keti#k
Cas 2 L #keti=kdonc, e;;+e;s

nin—1)=n?—n
(eq,5) libre

(@110 0 0 0 o @il @019 AF @ililg o0 0 @il 0 0 0 9 @iin o 0 o)

Exercice 8

Partie 1.

1. (a) Soit z = (x1,...,2n) € R™. Soit Z = (e1,...,en) la base canonique de R".

z€Kerf < f(z) =0

0
<= Matg (f(z)) = Matg(0) = | :
0
x1 0
= Al | | =
Ty 0
Tn
0 0
<~ . =1 :
0 0
= ap =0
<~ z=(x1,...,Zn—1,0)
n—1
= i€
d=Il
Donc | Ker f = Vect(e1,...,en—1) ‘
D’aprés le théoréme du rang,
rg f = dim R"™ — dim(Ker f)
=n—(n—-1)=1.
De plus,
0 1
. 0
Matg (f(en)) =A| 1| = | . | =Matg(er)
0 :
1 0



(c)

donc f(en) =e1 # 0.
Donc, | Im f = Vect (f(en)) = Vect(e1) ‘

On constate que
Im f C Ker f |

Soit x € R". Comme f(z) € Im f C Ker f,
f(f(x)) =0 donc f2 =0.

donc . Comme A # 0, f est nilpotent .

Soit ¢ = (z1,...,7,) € R™.

1 0
z € Kerg <—= B =
Tn 0
0 0
==
n) \0

= a1 =0

On en déduit que

‘Kerg = Vect(ez,...,en) ‘

De plus, g(e1) = en # 0 donc

Im g = Vect(en)

Img C Kerg

donc ‘ g est nilpotente d’indice 2 ‘

et

A? = Matg(f)?
= Matg(fo f)

= Mat4(0)
=0
Par récurrence,
0o --- 1
,A1= o | et A2 =1,
0 0
De méme,
0o --- 0
,BI: . | et B =1,.
10
Soit k € IN*.

(A+ B)" = Matg ((f +9)")
Soit © = (z1,...,zn) € R™.

(f +9)(x) = (zn,0,...,0) 4+ (0,...,0,21)
= (zn,0,...,0,21)



(f+g)2(x) = (f+g)(xn,0,.‘.,x1)
= (21,0,...,0,zn)

On en déduit par récurrence que

(f+g)2k(x) - (:1:170,...,071’”)

Vk € N*,Vz = (21,...,2n) € R",
o g {(f+g)2’““(x)(a:n,o,...,o,m)

D’ou
1 0 0 0
0
(B =0 s 20
Vk € IN*, 0 0 0 1
0 0 0 1
(A+B)*+HL=1: © - |0
1 0 0 0
Donc, ‘ A + B n’est pas nilpotente ‘
(d)
1 0 0
0
AB = Matg(fog) = .
0 0 0
car fog(e1) = f(en) = €1
et Vk > 2, f(ex) =0
0o --- 0
BA =Matg(go f)= | :
0 1

car Vk < mn,go f(ex) =g(0) =0
et 90 f(en) = ole1) = en.
De plus,
Vo = (z1,...,2n) € R™,(f 0 9)*(x) = fog(z1,0,...,0)
= (21,0,...,0)
= fog(z)

donc (AB)? = AB et donc

| vk >1,(4B)* = AB # 0]

De méme,
(gof)?=gof

et donc

| vk >1,(BA) = BA# 0]

Ainsi, | ni AB ni BA ne sont nilpotentes ‘




(e) Nn(R) n’est pas stable par somme, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel de
M, (IR) et a fortiori ce n’est pas une sous-algébre.

2. (a) Soit (Ag,...,Ap—1) € RP. On suppose

p—1 '
> Xifi(er) =0.

=0

Pour k € [0,p — 1],

p—1 )
LD Aifi(en) | =0
1=0

i.e.
p—1
> A ffier) =0
=0 _g & kt1>p
i.e.
p—k—1
Xiffti(e1) =0
1=0

donc \g =0. Aveck=p—2:
XofP72(er) +A1 fPH (e1) = 0
=0 #0

donc A\; = 0.
De proche en proche,

Vi € [0,p—1],X\; = 0.
La famille (fp_l(el), ..., f(e1),e1) a p vecteurs et dim(R™) = n donc .
(b) Soit g nilpotent d’indice p. D’aprés 2.(a), p < n.
D’ou
gt =gPog"?
=0eg”"?
=0

3. (a) On sait que ¢ = (f2 (e1), f(e1),e1) est libre. Elle a dim(RR?) vecteurs donc c’est
une base de R3.

01 0
Mats(f)= [0 0 1
0 0 0

car f(f?(e1)) =0, f(f(er)) = f2(e1), f(er) =0- f2(e1) +1- f(e1) +0-ex
(b) Soit z € Im f. On considére a € R" tel que z = f(a).

Dou f(z) = f(f(a)) = f2(a) =0 et donc z € Ker f.

On a montré Im f C Ker f. et donc

dim(Imf) < dim(Ker f)
D’aprés le théoréme du rang,

3 = dim(Im f) + dim(Ker f)



f # 0 donc dim(Im f) > 0. Donc, ‘ dim(Im f) =1 et dim(Ker f) =2 |.

f(e1) # 0 et f(e1) € Ker f donc (f(e1)) est une famille libre de Ker f. Comme
dim(Ker f) = 2, d’aprés le théoréme de la base incompléte, il existe ez € Ker f tel
que (f(e1),e3) soit une base de Ker f.

Soit (e, 8,7) € R®. On suppose

af(e1) + Ber +ve3 =0

donc, en applicant f,
B f(er) =0
——

20

donc 8 =0 et donc
af(e1) + ves = 0.

Or, (f(e1),e3) est libre donc o = v = 0.
Donc, 9 = (f(el),el,eg,) est une base de R> et

1 0
Matgy(f) = 0 0
0 0

o oo

—
e}
~

Soit M € Ny (R). D’aprés 4., il existe P € GLy, (R) tel que
0| = | ... |=*
pmp~t = I
* * 0

De plus, d’aprés (2b),
tr (P(MP™1)) = tr (MP~Y)P) = tr(M).

Comme les blocs diagonaux de PMP~! sont nuls, tr(PMP~1) = 0.
Donc M € Ker(tr). On a prouvé

Np(R) C Ker(tr)
Ker(tr) est un sous-espace vectoriel de ., (RR) donc
Vect (Nn(R)) C Ker(tr)
6. (a) EZ, = (8 8) donc 1z € Na(R).
£t = (

0 0
0 0) donc Ei12 € Nao(R).

N2 = (8 8) donc N € Na(R).

(b)
M:a(} :}>+(b—a)(g (1))+(C+“)((1) 8)

€ Vect(N, E12, E21)

Ker(tr) C Vect(N, E12, E21) C Vect (N2(R)) C Ker(tr)

10



EZ = (ak,)
ol
n
k6 ape= > B +875°
_JO siiF ket j#EmM
" |1 sinon
Soit m € [0, n].
k=im=j
k, N4 8 . .
6’]mlm #0 < (m=1 = 1=
)]

Comme i # j, E?j =0.

Niz = Efl — Fn1Ey; + EnnEj — EnnEy — By B + Ei —EEn
+ EviEii + EiEa + E4 — En By — EiiE11 + Ei;E1; — By B

+ Ej;
= B — Bt — B + Bt + B — B — B + B
=0

2
(b) Soit (Ai,j)i?gj ER™ " et (,u,i)zgugn eR L.

On suppose que
Z A,JE,J‘FZIM N; = 0.
1<i#j<n

Soit (k,£) € [1,n]?. Le coefficient en position (k,¢) de la combinaison ci-dessus

est :
kL k, Z k.l
Z )"J‘Su+2“l( 11— 97 +5 5“)
1<i#j<n
n n
ot (o) - St 300 et 4 S0 et X i
1=2 =2 =2 2<i#j<n
2< k< n,
Soit (k,£) avec ¢ 2 < £ < n,
k#4
Alors
51 =0

vie[2,n],8; =0
Vi € [2,n],6Ff =0
Vi€ [2,n],68 =0

2 Y45

Vi # j € [2,n] 8% = 0 sauf si {k:
‘7:

et donc Ay = 0.
Soit £ € [2,n] et k = 1.

=0

Vi€ [2, n]],tsff 0

Vi € [2,n], 5117é0 = i={
V’L€|I2,TL]],5,Z€1Z—O

v¢¢je[[2,n]175§]’to

k.,
611

11



donc Ay ¢ — pe = 0.

De méme,
Vk € [[2,7’1]] A1 Fur =0
Vk € [[2,71]],—/.% =0
Ainsi
Vk # L e =0
{Vk =22, u, =0

donc la famille est libre.

On a trouvé une famille libre consituée de n> — n+n — 1 = n? — 1 matrices dans
Vect (Nn(RR)) donc

(c)
dim (Vect (Nn(R))) = n? — 1.
Or
Vect (Nn(R)) C Ker(tr)
donc
dim (Vect (Nn(R))) < dim(Kertr) = n? —1.
Donc

dim (Vect (Nn(R))) = n? — 1 = dim(Ker tr)
Comme Vect (N, (R)) C Ker(tr),

‘ Vect (Nn(R)) = Ker(tr). ‘

(d) Card(Zy) = dim ( Vect (Nn(R))) et .#y, est libre, donc Z, est une base de Vect (Nn(R)).

12
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