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Exercice 1
Soit ϕ l’endomorphisme de Rn[X] défini par ϕ(P ) = P (X + 1).

1. La base canonique de Rn[X] est B = (1, X,X2, . . . , Xn).

∀k ∈ J1, nK , ϕ(Xk) = (X + 1)k

=

k∑
i=0

(k
i

)
Xi

Donc,

A =


1 1 1 1
0 1 2 n

0 0 0 1


2.

A est inversible ⇐⇒ ϕ bijective

On pose ψ :
Kn[X] −→ Kn[X]

P 7−→ P (X − 1)

ϕ et ψ sont réciproques l’une de l’autre donc

A−1 = MatB(ψ).

∀k ∈ J1, nK , ψ(Xk) = (X − 1)k

=

k∑
i=0

(k
i

)
Xi(−1)k−i
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Donc,

A−1 =


1 −1 1 (−1)n
0 1 −2 (−1)n−1

0 0 0 1



Exercice 2
Soit a ∈ C∗ et f : z 7→ z + az.

1. ∀x ∈ C, f(x) ∈ C.
Soient (x, y) ∈ C2 et (λ, µ) ∈ R2.

f(λx+ µy) = (λx+ µy) + a(λx+ µy)

= λx+ µy + aλx+ aµy

= λ(x+ ax) + µ(y + ay)

= λf(x) + µf(y)

Donc f ∈ L (C).
2. f(1) = 1 + a× 1 = a+ 1

f(i) = i+ a× (−i) = i(a− 1)

M = Mat(1,i)(f) =

(
1 +Re(a) Im(a)
Im(a) Re(a)− 1

)
3. Soit z ∈ C. On pose z = x+ iy avec x, y ∈ R.

M

(
x
y

)
=

(
x+ xRe(a) + y Im(a)
x Im(a) + y − yRe(a)

)

det(M) =
(
1 +Re(a)

)(
−Re(a) + 1

)
− Im(a)2

= 1−Re(a)2 − Im(a)2

= 1− |a|2

Si a 6= 1, Ker(f) = {0}. Si a = 1,
Cas 1 Re(a) = −1, alors {

0 = 0

y = 0.

On a
Ker(f) = Vect(e1) = Vect(1) = R

Cas 2 Re(a) 6= −1, alors {
x =

−yIm(a)

1 +Re(a)

et donc

z = y

(
−Im(a)

1 +Re(a)
− i
)

On a
Ker(f) = Vect

(
− Im(a) + i(1 +Re(a))

)
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4.

dim(Im f) = dim(C)− dim(Ker f)

= 1

Donc, si Re(a) 6= −1,
Im(f) = Vect(1 + a)

sinon
Im(f) = Vect(2i) = iR

Exercice 4

∀P ∈ Rn[X],

∫ 1

0
P (t) dt =

n∑
i=0

λiP (ai)

On pose

f : Rn[X] −→ R

P 7−→
∫ 1

0
P (t) dt.

∀P ∈ Rn[X], f(P ) =

n∑
i=0

λiP (ai)

On pose

gi : Rn[X] −→ R

P 7−→ P (ai).

On doit montrer : ∀P ∈ Rn[X], f(P ) =

n∑
i=0

λi gi(P ).

B = (g0, . . . , gn) est une base de Rn[X]∗. Soit C = (1, X, . . . , Xn) la base canonique de
Kn[X].

On a g1(1) = 1, g1(X) = a1, . . ., g1(Xn) = a1
n

Donc,

A =


1 1 · · · 1
a0 a1 · · · an
...

...
. . .

...
a0

n a1
n · · · an

n


tA = MatC (D) où D est la base des polynômes interpolateurs de Lagrange.

Donc tA inversible et donc A inversible.
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Exercice 5
dim(E) = n et f ∈ L (E). On suppose f ◦ f = 0.

Anaylyse Soit B = (u1, . . . , un) une base de E telle que

MatB(f) =



0 0 1 0 0

0

0
0 0 1

0 0
0 0


∀i 6 n− p, f(ui) = 0

∀i > n− p, f(ui) = ui−n+p

i.e. 
u1 = f(un−p+1)

u2 = f(un−p+2)

...
up = f(un)

Synthèse Soit F tel que Ker(f) ⊕ F = E. On pose p = dim(F ) et C = (v1, . . . , vp) une
base de F .

∀i, un−p+i = vi

ui = f(un−p+i) pour i ∈ J1, pK
La famille (u1, . . . , up, un−p+1, . . . , un) est-elle libre ?
Soit F un supplémentaire de Ker(f) :

Ker(f)⊕ F = E

On pose p = dim(F ) et (v1, . . . , vp) une base de F .
un−p+1 = v1

un−p+2 = v2
...
un = vp

On pose aussi 
u1 = f(un−p+1) = f(v1)

u2 = f(un−p+2) = f(v2)

...
up = f(un) = f(vp).

∀i ∈ J1, pK , f(ui) = f
(
f(vi)

)
= 0

donc
∀i ∈ J1, pK , ui ∈ Ker(f).

Montrons que (u1, . . . , up) est libre. Soit (λ1, . . . , λp) ∈ Kp. On suppose

p∑
i=1

λiui = 0.

Donc
p∑

i=0

λif(vi) = 0
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donc

f

(
p∑

i=1

λivi

)
= 0

donc
p∑

i=0

λivi ∈ Ker(f).

Or,
p∑

i=1

λivi ∈ F.

Comme F ∩Ker(f) = {0} :
p∑

i=1

λivi = 0.

Comme (v1, . . . , vp) est libre,

∀i ∈ J1, pK , λi = 0.

On complète (u1, . . . , up) en une base (u1, . . . , up, up+1, . . . , un−p) deKer(f) (dim(Ker f) =
dimE − dimF = n − p. Montrons que (u1, . . . , un) est libre. Soit (µ1, . . . , µn) ∈ Kn.
On suppose

n∑
i=1

µiui = 0.

Donc,
n−p∑
i=1

µiui︸ ︷︷ ︸
∈Ker f

= −
n∑

i=n−p+1

µiui︸ ︷︷ ︸
∈F

.

Donc 

n−p∑
i=1

µiui = 0

n∑
i=n−p+1

µiui = 0.

Comme (u1, . . . , un−p) est libre :

∀i ∈ J1, n− pK , µi = 0.

Comme (un−p+1, . . . , un) est libre :

∀i ∈ Jn− p+ 1, nK , µi = 0.

Donc (u1, . . . , un) est libre. donc, c’est une base de E.

Mat(u1,...,un)(f) =

(
(0) Ip
(0) (0)

)

Exercice 7
dim(E) = n donc dim

(
L (E)

)
= n2.

On cherche M ∈Mn(K) telle que M2 =M .

∀i ∈ J1, nK , e2i,i = ei,i
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(ek,` + ei,i)
2 = ei,i + ek,`ei,i + e2k,` + ei,iek,`

ei,jek,` =

{
0 si k 6= j

ei,` sinon

Cas 1 ` 6= k et i 6= k
Cas 2 ` 6= k et i = k donc, ei,i + ei,`

n(n− 1) = n2 − n
(ei,j) libre

(e11, . . . , e1,n, e12 + e11, . . . , ei,1, . . . , ei,i, . . .).

Exercice 8

Partie I.
1. (a) Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Soit B = (e1, . . . , en) la base canonique de Rn.

x ∈ Ker f ⇐⇒ f(x) = 0

⇐⇒ MatB
(
f(x)

)
= MatB(0) =

0
...
0



⇐⇒ A

x1...
xn

 =

0
...
0



⇐⇒


xn
0
...
0

 =

0
...
0


⇐⇒ xn = 0

⇐⇒ x = (x1, . . . , xn−1, 0)

=

n−1∑
i=1

xiei

Donc Ker f = Vect(e1, . . . , en−1) .

D’après le théorème du rang,

rg f = dimRn − dim(Ker f)

= n− (n− 1) = 1.

De plus,

MatB
(
f(en)

)
= A


0
...
0
1

 =


1
0
...
0

 = MatB(e1)
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donc f(en) = e1 6= 0.

Donc, Im f = Vect
(
f(en)

)
= Vect(e1) .

On constate que
Im f ⊂ Ker f .

Soit x ∈ Rn. Comme f(x) ∈ Im f ⊂ Ker f ,

f
(
f(x)

)
= 0 donc f2 = 0.

donc f est nilpotent . Comme A 6= 0, f est nilpotent d’indice 2 .

Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

x ∈ Ker g ⇐⇒ B

x1...
xn

 =

0
...
0



⇐⇒


0
...
0
x1

 =

0
...
0


⇐⇒ x1 = 0

On en déduit que
Ker g = Vect(e2, . . . , en) .

De plus, g(e1) = en 6= 0 donc

Im g = Vect(en)

et
Im g ⊂ Ker g

donc g est nilpotente d’indice 2 .

(b)

A2 = MatB(f)2

= MatB(f ◦ f)
= MatB(0)

= 0

Par récurrence,

∀k > 2, Ak = 0 , A1 =

0 · · · 1
...

. . .
...

0 · · · 0

 et A0 = In.

De même,

∀k > 2, Bk = 0 , B1 =

0 · · · 0
...

. . .
...

1 · · · 0

 et B0 = In.

(c) Soit k ∈ N∗.
(A+B)k = MatB

(
(f + g)k

)
Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

(f + g)(x) = (xn, 0, . . . , 0) + (0, . . . , 0, x1)

= (xn, 0, . . . , 0, x1)

.
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(f + g)2(x) = (f + g)(xn, 0, . . . , x1)

= (x1, 0, . . . , 0, xn)

On en déduit par récurrence que

∀k ∈ N∗, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

{
(f + g)2k(x) = (x1, 0, . . . , 0, xn)

(f + g)2k+1(x) = (xn, 0, . . . , 0, x1)

D’où

∀k ∈ N∗,



(A+B)2k =



1 0 · · · 0 0

0

...
...

. . .
...

...
0

0 0 · · · 0 1


6= 0

(A+B)2k+1 =



0 0 · · · 0 1

0

...
...

. . .
...

...
0

1 0 · · · 0 0


6= 0.

Donc, A+B n’est pas nilpotente .

(d)

AB = MatB(f ◦ g) =


1 0 · · · 0
0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


car f ◦ g(e1) = f(en) = e1
et ∀k > 2, f(ek) = 0.

BA = MatB(g ◦ f) =

0 · · · 0
...

. . .
...

0 · 1


car ∀k < n, g ◦ f(ek) = g(0) = 0
et g ◦ f(en) = g(e1) = en.
De plus,

∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, (f ◦ g)2(x) = f ◦ g(x1, 0, . . . , 0)
= (x1, 0, . . . , 0)

= f ◦ g(x)

donc (AB)2 = AB et donc

∀k > 1, (AB)k = AB 6= 0 .

De même,
(g ◦ f)2 = g ◦ f

et donc
∀k > 1, (BA)k = BA 6= 0 .

Ainsi, ni AB ni BA ne sont nilpotentes .
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(e) Nn(R) n’est pas stable par somme, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel de
Mn(R) et a fortiori ce n’est pas une sous-algèbre.

2. (a) Soit (λ0, . . . , λp−1) ∈ Rp. On suppose

p−1∑
i=0

λif
i(e1) = 0.

Pour k ∈ J0, p− 1K,

fk

p−1∑
i=0

λif
i(e1)

 = 0

i.e.
p−1∑
i=0

λi f
k+i(e1)︸ ︷︷ ︸

=0 si k+1>p

= 0

i.e.
p−k−1∑
i=0

λif
k+i(e1) = 0.

En particulier, avec k = p− 1 :

λ0 f
p−1(e1)︸ ︷︷ ︸
6=0

= 0

donc λ0 = 0. Avec k = p− 2 :

λ0f
p−2(e1)︸ ︷︷ ︸
=0

+λ1 f
p−1(e1)︸ ︷︷ ︸
6=0

= 0

donc λ1 = 0.
De proche en proche,

∀i ∈ J0, p− 1K , λi = 0.

La famille
(
fp−1(e1), . . . , f(e1), e1

)
a p vecteurs et dim(Rn) = n donc p 6 n .

(b) Soit g nilpotent d’indice p. D’après 2.(a), p 6 n.
D’où

gn = gp ◦ gn−p

= 0 ◦ gn−p

= 0

3. (a) On sait que C =
(
f2(e1), f(e1), e1

)
est libre. Elle a dim(R3) vecteurs donc c’est

une base de R3.

MatC (f) =

0 1 0
0 0 1
0 0 0


car f

(
f2(e1)

)
= 0, f

(
f(e1)

)
= f2(e1), f(e1) = 0 · f2(e1) + 1 · f(e1) + 0 · e1

(b) Soit x ∈ Im f . On considère a ∈ Rn tel que x = f(a).
D’où f(x) = f

(
f(a)

)
= f2(a) = 0 et donc x ∈ Ker f .

On a montré Im f ⊂ Ker f . et donc

dim(Imf) 6 dim(Ker f)

D’après le théorème du rang,

3 = dim(Im f) + dim(Ker f)
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f 6= 0 donc dim(Im f) > 0. Donc, dim(Im f) = 1 et dim(Ker f) = 2 .

f(e1) 6= 0 et f(e1) ∈ Ker f donc
(
f(e1)

)
est une famille libre de Ker f . Comme

dim(Ker f) = 2, d’après le théorème de la base incomplète, il existe e3 ∈ Ker f tel
que

(
f(e1), e3

)
soit une base de Ker f .

Soit (α, β, γ) ∈ R3. On suppose

αf(e1) + βe1 + γe3 = 0

donc, en applicant f ,
β f(e1)︸ ︷︷ ︸
6=0

= 0

donc β = 0 et donc
αf(e1) + γe3 = 0.

Or,
(
f(e1), e3

)
est libre donc α = γ = 0.

Donc, D =
(
f(e1), e1, e3

)
est une base de R3 et

MatD(f) =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .

4.
5. (c) Soit M ∈ Nn(R). D’après 4., il existe P ∈ GLn(R) tel que

PMP−1 =


0 ∗ . . . ∗

∗
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
∗ . . . ∗ 0


De plus, d’après (2b),

tr
(
P (MP−1)

)
= tr

(
(MP−1)P

)
= tr(M).

Comme les blocs diagonaux de PMP−1 sont nuls, tr(PMP−1) = 0.

Donc M ∈ Ker(tr). On a prouvé

Nn(R) ⊂ Ker(tr)

Ker(tr) est un sous-espace vectoriel de Mn(R) donc

Vect
(
Nn(R)

)
⊂ Ker(tr)

6. (a) E2
12 =

(
0 0
0 0

)
donc E12 ∈ N2(R).

E2
12 =

(
0 0
0 0

)
donc E12 ∈ N2(R).

N2 =

(
0 0
0 0

)
donc N ∈ N2(R).

(b)

M = a

(
1 −1
1 −1

)
+ (b− a)

(
0 1
0 0

)
+ (c+ a)

(
0 0
1 0

)
∈ Vect(N,E12, E21)

(c)
Ker(tr) ⊂ Vect(N,E12, E21) ⊂ Vect

(
N2(R)

)
⊂ Ker(tr)
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7. (a)
E2

ij = (ak,`)

où

∀k, `, ak,` =
n∑

m=0

δk,mi,j︸ ︷︷ ︸
=

0 si i 6= k et j 6= m

1 sinon

+δm,`
i,j

Soit m ∈ J0, nK.

δk,mi,j δm,`
i,j 6= 0 ⇐⇒


k = i m = j

m = i

` = j

=⇒ i = j

Comme i 6= j, E2
ij = 0.

N2
i = E2

11 − E11E1i + E11Ei1 − E11Eii − E1iE11 + E2
1i − E1iEi1

+ E1iEii + Ei1Ei1 + E2
i1 − Ei1Eii − EiiE11 + EiiE1i − EiiEi1

+ E2
ii

=��E11 −��E1i −��E11 +��E1i +��Ei1 −��Eii −��Ei1 +��Eii

= 0

(b) Soit (λi,j)i 6=j ∈ Rn2−n et (µi)26u6n ∈ Rn−1.
On suppose que ∑

16i 6=j6n

λi,jEi,j +

n∑
i=2

µiNi = 0.

Soit (k, `) ∈ J1, nK2. Le coefficient en position (k, `) de la combinaison ci-dessus
est :∑
16i 6=j6n

λi,jδ
k,`
i,j +

n∑
i=2

µi

(
δk,`1,1 − δ

k,`
1,i + δk,`1,i − δ

k,`
i,i

)

= δk,`11

(
n∑

i=2

µi

)
−

n∑
i=2

µiδ
k,`
i,i +

n∑
i=2

(λ1,i − µi)δk`1i +

n∑
i=2

(λi,1 + µi)δ
k,`
i,1 +

∑
26i 6=j6n

λi,jδ
k,`
i,j

Soit (k, `) avec


2 6 k 6 n,

2 6 ` 6 n,

k 6= `.

Alors 

δk,`11 = 0

∀i ∈ J2, nK , δk,`i,i = 0

∀i ∈ J2, nK , δk,`1,i = 0

∀i ∈ J2, nK , δk,`i,1 = 0

∀i 6= j ∈ J2, nK , δk,`i,j = 0 sauf si

{
k = i

j = `

et donc λk,` = 0.
Soit ` ∈ J2, nK et k = 1.

δk,`11 = 0

∀i ∈ J2, nK , δk,`i,i = 0

∀i ∈ J2, nK , δk,`1,i 6= 0 ⇐⇒ i = `

∀i ∈ J2, nK , δk,`i,1 = 0

∀i 6= j ∈ J2, nK , δk,`i,j = 0
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donc λ1,` − µ` = 0.
De même, {

∀k ∈ J2, nK , λk1 + µk = 0

∀k ∈ J2, nK ,−µk = 0

Ainsi {
∀k 6= `, λk,` = 0

∀k > 2, µk = 0

donc la famille est libre.
On a trouvé une famille libre consituée de n2 − n+ n− 1 = n2 − 1 matrices dans
Vect

(
Nn(R)

)
donc

(c)
dim

(
Vect

(
Nn(R)

))
> n2 − 1.

Or
Vect

(
Nn(R)

)
⊂ Ker(tr)

donc
dim

(
Vect

(
Nn(R)

))
6 dim(Ker tr) = n2 − 1.

Donc
dim

(
Vect

(
Nn(R)

))
= n2 − 1 = dim(Ker tr)

Comme Vect
(
Nn(R)

)
⊂ Ker(tr),

Vect
(
Nn(R)

)
= Ker(tr).

(d) Card(Fn) = dim
(
Vect

(
Nn(R)

))
et Fn est libre, donc Fn est une base deVect

(
Nn(R)

)
.
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