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Matrices d’un vecteur



Matrices d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit & = (e1,...,en) une base de E.

Définition:

Soit z € E. On sait qu’il existe un unique n-uplet (z1,...,zn) € K" tel
que

n
w = E Tie;
i=1

La matrice de z dans la base Z est la colonne

Z1
T2
Matg(z) =

Tn

REMARQUE:
En général, si Z et %’ sont 2 bases différentes, alors Mat g (z) # Mat g ().

EXEMPLE:
E=R3[X],K=R, Z=(1,X,X2 X3) et

oo (X(X -DX -2 XX -1)(X-3)
— 6 b 2 bl
X(X —2)(X —3) (XAJXXfZNXfa)
2 ’ 6

P=X?-X+1

1
Matzs(P) = | 7'
0
P:mafg;%@;ﬁ+p@:ﬂ£;¥@;ﬂ
+ p(l)w + P(0) —(X - 1)(X6* 2)(X —3)
7
Matz (P) = | 3
1
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Matrice d’une famille de vecteurs



11 Matrice d’une famille de vecteurs

Soient E est un KK-espace vectoriel de dimension finie n, # = (e1,...,en) une base de E,
F = (u1,...,up) une famille de vecteurs de E.

Définition: La matrice de % dans la base & est la matrice M telle que, pour tout
j € [1,p], la j-éme colonne de M est Matg(u;).

EXEMPLE:
1 3 9 27
1 2 4 8
Mate (%) = 11 1 1
1 0 0 O

Proposition: Soit .# une famille de vecteurs de E.

1g(F) = rg (Mat g (%))

Preuve:

Dans ce chapitre, on définit le rang d’une matrices comme le nombre maximale de
colonnes linéairement idépendantes. O
Corollaire: Soit # = (u1,...,up) € EP et # = (e1,...,en) une base de E, et

M = Matg(F).
1. .F est libre <= rg(M)=p
2. E=Vect(F) < rg(M)=n
3. F basede E <= n=p=rg(M) <= M € GL,(K)

Dans ce cas,
(Matg(Z)) ! = Mat # ()

EXEMPLE:
1 3 9 27
1 2 4 8
Maty (%) = 101 1 1 =M
1 0 0 O
On sait que Z est une base donc M € GL4(R). Donc,
0 0 1
1 3 11
5 7 2 %
M~ =Matg(?) = | 1 s 5
12 1 12 1
2 2 6




11 Matrice d’une famille de vecteurs
Preuve: 1.
F est libre <= (u1,...,up) base de Vect(ui,...,up)
<= dim (Vect(ul, o ,up)) =p

<~ rg((ul,...7up)) =M
<~ 1g(M)=p

2.
Z engendre E <= E = Vect(u1,...,up)
< dim(E) = dim (Vect(u1, ..., up))
<~ n =rg(M)
38

rg(M) =p

Z base de F <—
rg(M)=n

On suppose que % est une base de E.

mi1 ... Min
m21 e M2n
M =Matgz(F) =
Mn1 ... Mnn
ail ... Gin
a1 ... G2n
Soit A = Matz (%) = . . . . Montrons que AM = I,.
an,1 ... Gnn
La premiére colonne de AM est
mi1 ail ai2 ain
A . = mi1 5 + mo1 . + o+ mp1
Mn,1 an,1 an,2 an,n

ai,q
Or, Vi € [1,n], : = Mat z (e;).

(79
Donc, la premiére colonne de AM est la colonne des coordonées du vecteur
miie1 + maiez + - - - + my 1€, dans la base 7.

Or,
mi1
ma1
Mat (u1) =
Mn,1
donc u; = miie1 +maies + -+ + My 1€n.
Comme u; =1-u; +0-u2+---+0-up,
1
0
Mats (u1) = | .
0



II

Matrice d’une famille de vecteurs

La j-éme colonne de AM est

mi,j ail aiz ai,n
A =my,; + ma_j + ot my
T0gp. an,1 an,2 o
ai
Or, Vi € [1,n], : = Mat z(e;).
A, i

Donc, la j-éme colonne de AM est la colonne des coordonées du vecteur m je1 +
ma jez + -+ + My jen dans la base #.
Or,
mi,;j
ma,
Matg(u1) =

Mn,j

donc uj = my je1r +mo jez + -+ My jen.
Comme u; =0-uy +---+1-u; +---4+0-un,

0

Matg(u1) = [ 1<+ j

0

Donc,
I @ooooooos 0
AM = 0 Lt =L
0
Ocevnnns ) 1

En inversant les roles de .% et %, on prouve que M A = I,,.

On suppose maintenant que M € GLy, (IK). Montrons que .# est une base de E.
On pose

ailr ... Qln
M=
an,1 c.- Qnn
On sait que
MM~t=1,
Donc
0
mii1 min :
vj€l,n],a1,; o an =1y
Mn,1 Mn,n
0
donc

n
Vi € [1,n] ,Matg (Z a@jui) = Matg(e;)

i=1



11 Matrice d’une famille de vecteurs

donc
n
Vi€ [l,n],e; = Z ai ju; € Vect(F)
i=1
Donc .# engendre E.
Card(#) = n = dim(E)

donc .% est une base de E.
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Matrices d'une application linéaire

11

Soit f € Z(E,F), # = (e1,...,en) une base de E et € = (f1,..., fp) une base de F.

z1
Proposition — Définition: Soit z € F et X = = Matg(x). Soit y € F et
Tn
Y1 ail c.. Qln
Y =| : | =Matg(y). On pose A = € Mpn(K) telle que
Yp apl ... Gpn
ay,;
vy € [1,n], = Maty (f(Ej))
Ap,j
Alors
y=f(z) < Y =AX
On dit que A est la matrice de f dans les bases # et €. On la note Matgz «(f)

Preuve:
n P
z= zje; y=> uifi
j=1 i=1
P n
y:f(z) <:>Zyifi:f Zw]ej
i=1 j=1
p n
= > vifi=Y x;fle;)
i=1 j=1
Or,
vj € [1,n], f(e;) Zawfl
D’ot,
P n P
y=Ff@=) <= D wfi=> z; Y ai;fi
i=1 j=1 =1
p n
=> | D aigzs | fi
= \a

n
<— Vi € [[l,pﬂ g Z Qi jTi = Y;
j=1

<— AX =Y

EXEMPLE:
E =R? et f la projection sur R = {(z,y,2) | z+y = 0} parallelement & G = Vect ((1,1,1)).

10



111 Matrices d'une application linéaire

— % = (e1, ez, e3) base canonique.

Matd@’gg(‘f) = ( . )
1 1 1 111
e1 =(1,0,0) = (57—57—§> + (57 5 5)

| S N —

EF €eG
1 1 1 1 1 1
““)—(5*5*5) 2% 2% 2%
1 111
=(0,1,0) = = -z
=010 =(-5.5-3)+(553)
es = (0,0,1) = (001) (0,0,0)
Donc
1 1
5 3 0
1 1
Matg z(f)=|-- - 0
% 2
1
== == 1
2 2

€ = (e3,e1 —ea,e1 + e2 +e3) = (u1,uz,u3)

—
o = O

Mate «(f) = (0

1
0
0

f(u1) = u1 f(u2) = ua f(uz) =0

=)

car

Matﬁfﬁ@ =

|
_
= @ 9©
OlH
—

o O O
\_/

1
> = 1
Matgu(=| £ _1
2 2
0 0 0

Soit (z,v,2) € R®

Matg (f((z,9,2))) = Matg, z(f) x Matg ((z,y,2))

1 1 1
2 % 4
= 1
= 1 2 ) y
2 2 7
0 0 0
Ty
2
_ y—zT
= 7x72y
+
5 z

Donc

flwa) = (- 222

11



111 Matrices d'une application linéaire

Mate (f(:):,y, z)) = Matgz «(f) X Matg ((z,y,z))

1 1 1
5 s .
= l _i 0 Yy
2 2 z
0 0 0
_$2_y+z
= zZ—y
2
0
Donc
x + m=
f((agy,z)):(z—iy)ul—&-( y>u2
2 2
EXEMPLE:

Soient E = C, Z = (1,1), 0 € R et f la rotation de centre O et d’angle 6.
f:€C—C
z— ez
f est linéaire :
V(A 1) € R2,V(z,w) € C2f( Az + pw) = ¥ Az + pw)

=Xz + ,ueww

= Af(2) + pf(w)
cosf —sinf
Matg(f) = (sin@ cos 0 )
car )
e = cos0 +isin6

—
By
—~
—
Navd
Il

f(G) =ie*® = —sinf +icosf
z=x+1y avec z,y € R

cos —sinf\ (x\ (xcosf —ysinb
sinf  cos@ y)  \xzsinf ycosh

Théoréme: Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, Z = (e1,...,¢en)
une base de E et ¢ = (f1,..., fp) une base de F.

®: L(E,F) — Myn(K)
f— Matg «(f)

® est un K-isomorphisme linéaire.

Preuve: — Soient (f,g9) € Z(E,F)? et (\,u) € K2 On pose A = Matg «(f)
®(f) = (ai ) et B = Matg «(g9) = ®(g9) = (bi,;). On pose également C =
Matg ¢ (Af + ng) = ®(Af + pg) = (ci5)-

C1,j5
vielln], | @ [=Mate ((A\f+ng)(e;))
Cp,j
= Mat (Af(e;) + ng(e;))

12



111 Matrices d'une application linéaire

Or,
@il
Mate (f(e;)) = |
g
et
bij
Maty (g(e;)) = | :
bp,;j
Donc
aij bi,j
Maty (Af(ej) +pgle)) =X |+ | +nuf :
ap,j bp,;
Donc C'= AA + uB et donc @ est linéaire.
— Soit f € Ker® :
(P 0
Mat g, «(f) =
[P 0

Donc

p
Vj € [L,n], fle;) => 0 fi =0

d=i

n
Soit z € E. On pose z = ijej.
=1

f@) = =z;f(e;) =Or
j=1

Donc f = 0. Donc @ est injective.

Soit A € ﬂp’n(]K) On pose A= (ai,]’)lgigp‘
1<j<n
On définit F' : E — F de la fagon suivante : pour tout x € F, on décompose

n
B = E zjej. On pose alors
j=1
n

p
f@)=> 2,3 ai;fi
=1

Montrons que f € Z(E,F) et ®(f) = A
— Soit (z,y) € E? et (o, 8) € K2. On pose

n
B = E zje; avec (x1,...,xn) € K"
=1

y:Zyjej avec (y1,...,Yyn) € K"
=1
Donc
n
az+ By = > _(az; + By;)(e;
=1

13



111 Matrices d'une application linéaire

D’ou

P n
flaz+By) =D > aij(ow; + Bx;) fi

==
P n i
= aZZai,jz‘jfi —‘,—ﬁzzbi,jyjfi
P e =1 ;=1
=af(z)+ Bf(y)

Soit j € [1, p].
P
fleg) = aijfi
i=1

et
ai,j

Mat (f(e;)) =
Ap,j

donc
Matg «(f) = A

Corollaire: Si E et F' sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors

dim (Z(E, F)) = dim(E) x dim(F)

ExempLE (Trouver tous les endomorphismes de R?):
Soit # = (e1,e2) la base canonique de R?.

R? — R?
(z,y) — (az + cy, bz + dy)

avec (a,b,c,d) € R
Une base de Z(R?) est (f1, f2, f3, fa) ou

fi: (z,y) e (CC,O)
f2: (z,y) = (0,2)
f3: (:D,y) = (yvo)
fa: (CE,y) = (O,y)

Théoréme: Soient f € Z(E,F) et g € Z(F,G), # une base de E, ¢ une base de F’
et Z une base de G. Alors

Mat@’g(go f) = Matcgyg(g) X Mat@’%»(f)

Preuve:

14



111 Matrices d'une application linéaire

On pose
B = (e1,--.,€n)
(g:(flw"afp)
2 =(91,---,9q)-
et

A = (ai,5)1<igp = Matg ¢ (f)
1<j<n

B = (bk,i)1<k<q = Mate (9)

1<i<p
C = (ck,j)1<k<q = Matg (g o f)
1<j<n

Soit j € [1,n]. La j-iéme colonne de C' est

Matg (g0 f(e;)) = Matg (g(f(e;))
= Maty, 2 (g) X Mate (f(e;))
= BA;

ot Aj est la j-éme colonne de A.
Or, la j-éme colonne de BA est aussi BA;.
Donc, C' = BA.

15



Quatriéme partie

Formules de changement de bases
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Formules de changement de bases

Proposition: Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient A1 et %2 deux bases de F et © € E. Soit P = Py, _, 5, = Matg, (%2).

Alors
Matg, (z) = P~ Matg, (z)

Preuve:

P =Matg, %, (idg) =

si ‘@1:(617'”7677,)
By = (ulv---vun)
P Matg, (z) = Matg, 2, (idg) x Matg, (x)

= Matggl (1dE(m))
= Mat g, (z)

Proposition: Soient E et F' deux IK-espaces vectoriels de dimension finie %; et %2
deux bases de E, et ¢1,%> deux bases de F et f € Z(E, F).

P = Py, 5, = Matg, (%2)
Soient § Q = Py, ¢, = Mate, (62) Alors,

A = Matg, «, (f)

Matg, 4, (f) = Q"' AP

Preuve:

Eg ———— Fa

idE P idF Q_l

~

E@Z T chz

f=idpof oidg donc

Mat g, «, (f) = Maty, ¢, (idr) Matg, « (f) Matg, %, (idg)

17



v Formules de changement de bases

EXEMPLE:
E=R3*F = {(z,y,2) € R® | 2 +y = 0}, G = Vect ((1,1,1)) et f la projection sur F
parallelement a G.

Ul = (07071)
Soient Z = (e1, ez, e3) base canonique de E et ¢ = (u1,ug,u3) avec § ug = (1,—1,0)
us = (1,1,1)
1 0 O
Mate(f)= [0 1 0
0 0 O
Donc
0 1 1\ /1t 0 0o\ /o 1 1\ !
Matz(f)= [0 -1 1][o 1 o]0 -1 1
1 0 1 0 0 O 1 0 1

Proposition — Définition: Soient (A, B) € 4 (K)?2.
On dit que A et B sont équivalentes si

3(P,Q) € GL,(K) x GL,y(K),B =Q AP

Cette relation est une relation d’équivalence. O

Théoréme: Soit f € ZL(F), # et € deux bases de E, P = Py ,o = Matg(¥¢),
A =Matgz(f) et B= Matg(f).
Alors

B=P AP

Définition: Soit (4, B) € .#,(K)?. On dit que A et B sont semblables s’il existe
P € GL, (K) telle que
B =P 'AP.

L’ensemble {PilAP | P € GLn(K)} est la classe de similitude de A.

EXEMPLE:
Vn € N, unt2 = Unt1 + Un
ug =0
up =1

On pose

Vn e N, X, = (uuil) et Xo= (?)
n

18




v Formules de changement de bases

On a
u
VnelN, Xpqq = ("1
ne N, Xpi1 (un+2
_ Un+1
Un + Un+1
(0 1 Unpy
—\1 1 Up+1
0 1
= AX,, avec A = (1 1)
D’ou

vn e N, X, = A"X,
On aimerait trouver D diagonale et P € GL2(C) telles que
A=PDP™!

2 — C?
(21,22) = (22,21 + 22)
canonique de C2.

On cherche % = (u1,u2) une base de C? telle que Mate (f) = (
2.

Soit f : telle que Matz(f) = A ou B = (e1,e2) est la base

A1 0

0 )\2) = D avec (A\1,2) €

ANaLyse On suppose que % existe. Dans ce cas,

fur) = Aua,
f(u2) = Aauz,
(A1, A2) libre.

Soit u = (z,y) € C* et A € C.

flu) = <= {

y= Y=z
_-1+V5 N Tl V5
- 2 2
<= u=(0,0) ou 1P VB ou 1
Yy=——""-m= = ————2
2 2
145 N 1=VE_ 1
SynTHESE On pose { 1 — 2 =¥ et 2 1 ¥
u1 = (1,9) ug = (1,—*>
@

= A\ul
Ainsi, F(ur) s
f(u2) = Aaus.
u1 et ug ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre donc une base.

© 0
On pose € = (u1,u2) et Matg(f) = (0 1) = D.
)

19



v Formules de changement de bases

A=pPDp!
et
pl= Mat@,cg(idqu) =Py, »
P = Maty, z(idg2) = Pa_¢

1 1
OnaP = 1 ] donc
e
%)

Donc A = PDP~! et donc

11 & 0 i
Vnem,A":PD”P*:l(@ _1> <p0 1 ”) © 1)
V5 © © v -l

EXEMPLE:

¢ —
(a,b) +— (b,—w?a)
A = Matg(f) ot B = (e1,ez) base canonique de C2. On cherche ¥ = (u1,uz) une base de

2 _ (A 0 _
C* telle que Maty (f) = (0 A ) = D.

Soit f :

ANALYSE Si ¢ existe,

f(u1) = Mur
fu2) = Aauz

Soit u = (a,b) € CZ et A € C.

b= Xa
—w?a=Xb

b= Xa

—w?a =A%

a=20 A2 = —w?
<~ ou

b=0 b= Xa

20
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v

Formules de changement de bases

cz—I

2
A Ca

R Al = iw Ay = —iw
. SYNTHESE,(QH pose . .
idee | p=—1 ide2 [P ur = (1,iw) uz = (1, —iw)
2 _ (w 0\
C* et Maty(f) = (0 7iw) =D
z—1 e

. (u1,u2) est bien une base de

D
AP=PD < P 'A=Dp!
On a
1 1
P="Pgv = (iw 7iw)
On pose
Vt, X (t) = P71 x Y (¢)
Donc
Vt, X'(t) = P71Y'(t) = PTLAY (t)
=DP Y (®)
=DX(t)
On pose
_ (a(®)
wx0 = (49)
Dass — x
X'(t) = DX (t) «> 4@ &) =iwalt)
b'(t) = —iwb(t)
a(t) = Xet? 2
<— ] A p) € Ce.
{b(t) et K
Vt, Y (t) = P x X(t)
(11 Aefet
T liw —iw Mefi“"t
Aeiwt +'ue—iwt
=)
Donc, ) '
Vt,y(t) — Aetwt + #e—zwt
Définition: Soit A = (a;,5) € M (K).

La trace de A est

tr(A) = Z Qi
=1

Proposition: 1. tr € Z(Mn(K),K) = Mn(K)*
2. VA, B € Mn(K), tr(AB) = tr(BA)

21



v Formules de changement de bases

Preuve: 1. Soient (A, B) € #,(K) et (a, ) € K?. On pose A = (a;,;) et B = (b; ;).

tr(acA + BB) = Z(aai,iﬁbi,i)

=il

=aY ai+BY big
i=1 i=1

= atr(A) + Btr(B)

2. Soit (A, B) € Mn(K)?. On pose A = (a;;), B = (b;j), AB = (c;,j) et BA =
(di,5)-

O
Proposition: Soit (A, B) € .4 (KK)?.
A et B semblables = tr(A) = tr(B)
Preuve:
On suppose A et B semblables. Soit P € GL, (K) telle que A = P~'BP. Donc
tr(A) = tr (P~1(BP)) = tr (BP)P™!) = tr(B)
O

REMARQUE (/\ Attention):

1 0 1 0
a=(} Dear=(; 9

tr(A) = 2 = tr(B)
Or, A et B ne sont pas semblables, sinon

A= P 'BP avec P € GLy(K) =P lLP
=plp
=L+#A

Définition

Corollaire: Soit f € Z(F) et % une base de E. A = Matg(f). La trace de f est
tr(A).

22



v Formules de changement de bases

Ce nombre ne dépend pas de la base A choisie. On note ce nombre tr(f).

Proposition: Soit p un projecteur de E de dimension finie. Alors

tr(p) = rg(p)

Preuve:
On sait que

E = Ker(p) @ Im(p)

Soit #1 = (e1,...,ex) une base Ker(p) et B2 = (eg41,...,en) une base de Im(p).
On pose # = (e1,...,€k,€k+1,---,6n). B est une base de E et
A = Matz(p)

tr(p) = tr(A) =n — k = #%2 = dim(Im p) = rg(p)

EXEMPLE:

F={(5,,2) € R? |z +y = 0}

G = Vect ((1,1,1))

f la projection sur F' parallélement a G.
% = (e1,e2,e3) la base canonique de R3.

1 1
2 2 °
f 1 1
G2 —_— €2, Matg(f)=| —= 5 ol =4
1
1
2 - -1
4 2 2
7
) L0 tr(4) = 2 = dim(F)
ide2 | P Y ide2 | P
7
7/
7
7/
7
f

23



Cinquiéme partie

Conséquences
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Conséquences

Proposition: La multiplication matricielle est associative.

Preuve:
A € Mnp(K)
B € Mp,q(K)
C € My, (K)
Soient f € Z(KP,K"), g € (K9, KP) et h € Z(K",K?) telles que

A= Matg «(f)
B = Matg %(9)
C = Matgyg(h)

ou & est la base canonique de IKP, ¢ est la base canonique de K™, Z est la base cano-
nique de K", & est la base canonique de IK9.

A(BC) = Matgy (f o (goh))
= Matg ¢ ((f 0g)o h)
= (AB)C

Proposition: Soit (A, B) € .#,(K)2. On suppose que AB = I,. Alors (A, B) €
GL,(K)2 et A~! = B.

Preuve:
Soit % la base canonique de K", f € Z(K") telle que Matg(f) = A, g € Z(K") telle

que Matg(g) = B.
AB = I,, donc Matg(f o g) = Matg(idgn) donc fog = idgn
donc f o g est injective
donc g est injective
donc g est un isomorphisme

Or, fog=iddonc f = fogog ' =gt

(
= Matg(go f)
= Matg(gog ")
= Matgg(id[(n)
= I,
Donc A= B~ 1.
REMARQUE:

25



VvV Conséquences

Au passage, on a montré que
f € GL(E) < Matg(f) € GL,(K)

et, dans ce cas,
Matgg(fil) = Matgq(f)71

Proposition: Soit A € ., (K).

Le nombre maximal de lignes linéairement indépendantes de A est égal au rang de A.

Preuve:
On appelle rang par lignes le nombre exact de lignes linéairement indépendantes.

Ce rang par ligne est invariant quand on effectue une opération élémentaire sur les lignes.

En appliquant la méthode du pivot de Gauf$, on obtient une matrice de la forme

© .o ©

0
0

qui a le méme rang par lignes que A.
On obsérve que ce rang r est égal au nombre de pivots.

Soit S le systéme homogéne
AX =0

1
ou X = . |. D’aprés lalgorithme du pivot, la résolution de ce systéme fournit r

Tn
inconnues principales et n — r paramétres.

Sans perte de généralité, on peut supposer que zi,...,Tn—, sont les paramétres et
Tp—r+1,--.,Tn les inconnues principales.
Soit Z = (e1,...,en) la base canonique de K™ et € = (f1, ..., fp) la base canonique de

K? et f € (K", KP) telle que
A= Matg «(f).

Soit © = (x1,...,2n) € K" et X = Matg(z).

AX =0 <= Matg «(f) Matg(f) = Mat(0)
<= Matg (f(z)) = Mat(0)
<~ f(z) =0
< zeKerf

Ainsi, ’ensemble E des solutions de (S) est un K-espace vectoriel isomorphe a Ker(f).
De plus,
g:E— K" "
z1
— (21, .., &Zn—r)
Tn

est un isomorphisme. Donc, dim(Ker f) = dim(E) =n — r.
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Conséquences

D’apreés le théoréme du rang,

rg(A) =rg(f) = dim(K") — dim(Ker f) =n— (n—r) = 1.

O
Définition: Soit A = (ai,j)lgigp € .//fpm(]K).
1<jsn
La transposée de A, notée *A = (b; ;)1<j<n € #n,p(K) est définie par
1<i<p
Vi € [[17p]] ,V] S Hl,nﬂ 7bj,i = Q5,5
Les lignes de ‘A sont les colonnes de A. Les colonnes de ‘A sont les lignes de A.
ExXEMPLE:
=12 1 | donctd= ((1] 2 fl)
3 -1
Corollaire:
VA € o p(K), r(4) = 1g(*A)
O
Proposition: ///n(]KZ : tj/i/n(]K) est la symétrie par rapport a Sy, (IK) paral-

lelement & A, (K) ou

et

et donc

Preuve:
Soient A = (a;;), B = (b;;) et (o, B) € K2,

YA+ BB) = (aaj; + Bbj)1<i,j<n = a(aj:) + B(bj,:)
= olA + 8B

Clairement,

VA € Mn(K),"(*A) = A
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Conséquences

donc f : A — 'A est la symétrie par rapport a Ker(f — id///n(]K)) parallélement &
Ker(f =+ idJ/{n (]K))

Or,
Ker(f —id g, ) = {A € #n(K) | f(A) — A =0}
={Ac M (K)| A= A}
= Sp(K)
et

Ker(f + id g, (k) = {A € Mn(K) | f(A) + A =0}
={A € #(K) | ‘A= A}

= A0 (K)
O
Proposition: Soit A € 4y ,(K) et B € Mp q(K).
(AB) = 'B'A
Preuve:
On pose
A = (aij)igign,
1<j<p
B = (bj.k)1<i<ps
1<k<q
'B'A = (ck,i)1<k<q-
1<i<n
P
Vk € [1,q],Vi € [1,n],chi = D (B)k,;(*A);i
j=1
P
= by k0,
j=1
P
= aigbjk
j=1
= (AB)ik
= (({AB),:)
Donc, (AB) = 'B*A. O

Corollaire: Si A € GL,,(KK) alors 'A € GL, (K) et

()™ =*(a)
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Conséquences

Preuve:
On suppose A € GL, (K).

AA™L =1, donc {AA~Y) =1,
donc (A™1)A =1,

donc
A € GLn(K)'(A™1) = (*4)~*

29



Sixiéme partie

Matrices par blocs
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VI Matrices par blocs

EXEMPLE:
Soit p un projecteur de E :
E=Kerp®Imp

1 = i
Soit # = (e1,..., €k, €kt1,.--,€n) une base de E avec m(p) = Vect(er, -, ex)
Ker(p) = Vect(er41,.--,€n)
Alors,
1 Ovennnnn 0
B 11 0ceeenn. 0 B Iy, ‘ 0
Mat(p) = 0. 01 0. ... 0 *(0‘0)
0 evnnn 010 ee... 0

De méme, si » est une symétrie de F,
E =Ker(s —idg) ® Ker(s + idg).

Vect(el,...,ep) = Ker(s — idg),

Soit € = (e},...,€e),ehq,...,e.) avec
(€1 e eapn ren) Vect(ey, 1, ... ,e,) = Ker(s +idg).

Alors
Mateg () = ( . )

_]n—l

Proposition: Soient F' et G supplémentaires dans E :
E=F&®G.
Soit f € Z(F) et g € Z(G). Alors

Ihe L(E)p=f hg=g et h=fop+gogq

_ | p est la projection sur F' parallélement a G
Dl
q est la projection sur G parallélement & F'

On a aussi ¢ = idg —p.

h
Preuve: ~ ANALYSE Soit h € Z(F) tel que {h

Soit x € E. Alors

Donc,

h(z) = h(p(x)) + h(q(z))
= f(p(=)) + g(q(x))
=(fop+goq)(x)

Si h existe, alors
h=fop+gogq

SyNTHESE On pose h = fop+gogq.
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VI

Matrices par blocs

P, q, f et g sont linéaires donc h aussi.
Soit z € E.

h(z)

(p(z)) +
(z) +9(0
(z)

!
f
f

donc h|p = f et de méme h|g = g.

Proposition:
une base de F, et (f1,...
base de E et

{

, fq) une base de G. Alors,

A

Mat g (h) = ( A

A= Mat(el,“.ep)(f)
B = Maty,....f,)(9)

ou

1.

0 Ao

On reprend les notations et hypothéses précédentes. Soit (e, ..

0
B

9(q(x))

E)

., €p)

B = (e1,.. , fq) est une

)

-»epnflv"-

Proposition: Soient (A, A’) € .4, (K)? et (B, B') € 4, (K)2.

AA' |

(515 (

0 [ B

vy K=)

et dans ce cas,

() - (=

Preuve:
F®G=K""P,
dim(F) = n,dim(G)
A base de F,

¢ base de G.

Soit 2 = Z U % une base de K" P,

(o) (

h €

:p7

ol Soit

K e

0
B )~

Alo
0B

A
0

Or, (hoh')p=fof et (hoh')g=gog.
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(%F) € GLonip(K) <> {

1. Soit {f € Z(F) tel que Matg(f) = A, f' € Z(F) tel que Matg(f’)

0 | BB

A € GLy(K)
B € GLy(K)

)

-1

0

0
E

Al O
tr (T‘?) =trA+trB

hip=Ff
G =9
B =1
li !

¢ =9

ZL(K"™TP) tel que {

ZL(K"TP) tel que {

Mat g (h) Matg(h,)

Matg(hoh')

A’ g€ Z(G) tel que Maty(g) = B, g



VI

Matrices par blocs

Donc,

n_ ( Matg(fof) | !
Mat_@(hoh)—( 0 | Mate (g0 g) )

AA 0
0 BB ’

Proposition: Soient A, A’ € 4, (K), B, B’ € My p(K), C,C" € Mpn(K) et D,D’ €
My (K).

(A\B)(A’\B’)_(AA’+BC’\AB/+BD’)

C|D c'l D CA"+DC” | CB"+ DD’

Cette formule se généralise & un nombre quelconque de blocs :

i li li
Ain | Ae | - | Ain 11 12 | 1n

T 7 7
A21 | Az | - | A2 21 22 | - 2.n

T 7 T
Ap,l AP»Q o AP;" Ap,l Ap,Q T Ap,n

Cette matrice se calcyle comme on s’y attend si les dimensions des blocs autorisent les
produits.

Proposition: Le rang d’une matrice A, c’est la taille de la plus grande matrice carrée
inversible que I’on peut extraire de A. O
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