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Exercice 3

[ (zy) — {xziyyz si (z,y) # (0,0)
7 0

sinon .
2(0) =5 O
Si ————— 05 al i : I — R tell - 1 t t)) ——
if(z,y) e ,alorssiz,y elles que ; . alors f(a:( ), y( )) p—
t—0
0.
On a z(t) =t et y(t) = t. On calcule donc
@2 1 1
f(%ﬂc):ﬁ:imi#o-

Donc

f(mv y) ﬁ;) (070)

(z,9)—(0,0)

et donc f n’est pas continue en (0,0).



Exercice 2

3z2 4+ zy

f(Ivy):\/TTyQ-

Soit € > 0. On cherche r > 0 tel que

¥(z,y) € B(o,0)(r) \ {(0,0)}, [f(x,y) — 0] <e.

0<Vz24y2<r

Soit (z,y) € R*\ {(0,0)}.
|3a32 + xy} < 322 + |zy|

1
<3 +y%) + 5(932 +?)

donc
3z + 2y

7
g = k] .
| < gl

2
On pose r = = > 0. Soit (x,y) € B(o,0)(r) \ {(0,0)}.

Alors
7 7

Donc

f(z,y)

—F—— 0
(z,y)—(0,0)

Exercice 6

1. On pose g: (z,y) — f(y,x).

Jg _of oy of ox
£($7y) = a(yvﬂﬁ) %(Ly) + 87/(% z) a(ﬂh )
_of
= 6y(y,x)
19) 3] 1o) 16) 3]
@) = G 0e) 5o + ) G @)
_or
- ax(yzx)

2. On pose h: (z,y) — f(y,f(a:,x)) et k:z— f(z,x)



oh P P P )
@) = 3L (0. @2) Z@0) + Z (0 F ) @)

o 0 o O
~ 2y f@2) (L @) + L)

En effet, on a v : z — (x,z) et v (z) = (1, 1).
Donc fovy:z— f(z,z) = k(x).

k' (z) = (Vf(z,2) | ' (2))

= %(xﬂ:) + g—z(x,x)

oh of of
Ei;(xay) (yzf(xvm))Zi;(xry)‘¥ E%;(yrf(mzﬁ)) x 0

_of
=%
o]

Exercice 10

f:U—R

(61,62) ‘1 _ eif 01 _ 02

Jr

@

4F ‘1 — ¢i92
A(l)U = {(61,02) €]0,27[?| 01 < 6}

On a

0
=2 sin—1
2

‘1 _ oif

i

‘1 — 02

0
= 2|sin =2 s
2

01 — 02

61 02

e —e =2

sin

Soit (01,62) € U. Donc,

f(01,02) =2 (sin (%1) + sin (%2) + sin (92 ; 91))

On a 5 ) )
—agfl (01,02) =2 | = cos —21 fgcos 2; ! ,
af 1 0 1 02— 01
—(601,02) =2 - — =
692( 1,602) 508 | 5 + 5 €08 5




On cherche (01, 602) tel que

{ 6o — 61
cos — — ¢
6o — 601
cosz—i—co 2
O 62— 061
= )2 _ 2
02 0y — 04
T — =
2 2
201 = 62
<~
{29291:27r
2
elzg
<~ ) _471.
T3
B(i

Exercice 4

f:R? —R
2m2+y2—1
(Izy)’—){ 2

xT

six2+y2>1

On regarde la continuité sur chacun des morceaux ouverts, puis sur les points du bord.

Soit (z0,y0) € R2.

Cas 1 On suppose que zo2 + yo2 > 1.
On doit montrer :

Ve > 0, Ir > 07v(x7 y) € ]R27 Il(xvy) - (IO,yO)H Sro= If(xvy) - f(x07y0)‘ <€

Soit (z,y) vérifiant 22 + 32 > 1.

|f (@, y) — f(@o,90)| = |22® + y* — 1 — 223 — y + 1
= |2(z* — 23) + (v* — 3)|

< 202? — 2| + |y* — i
<

2[[(z, y) = (z0,yo)ll + (2, y) = (z0,0)

<3l(@, y) — (w0, yo) |



1
On pose R = 1/x%+y371. Soit € > 0. On pose r = 5min<§,R).
Ainsi, r < Ret r < %

Soit (2,y) € B(zg,y) (). Alors, comme 7 < R, 22 4+ 4% > 1 et donc

}f(m,y) — f(zo,y0)| <3r <e.

Cas2 22 +9y¢ < 1.
2

Cas 3 On suppose que :1:8 + yg = 1. Soit (z,y) € R2.
Si (x,y) vérifie 2 4+y?>1:

|£(,y) — f(z0,0)| = [22% +y* — 1 — «|
< |22° +y® — 2§ — y§ — <]
< [26e® - 28) +v* — 43
< 3l(z,y) — (zo,yo)ll-
Siz?4+y%2<1:
|£(z,y) = f(@o,90)| = |2* — 23| < lI(z,y) — (z0,%0)|l

Soit € > 0. On pose r = — < — et donc

| ™
w|m

V((E,y) € B(:co,yo)(r)v !f(xyy) - f(-’EO,’yO)| SE.

Exercice 7
Soit u = (a,b) € R2.

Vi £ 0, Af(t) = 1((0,0) - t;‘) — /0.0 _ %f(ta,tb).

Cas 1 a # 0. Alors,
1
Yt #£0,Af(t) = Zt2b2 In (Jta]) = b In (Jtal)) 0
—

Cas 2 a = 0. Alors,

1
On trouve que

Vu € R2, df(u)(0,0) = 0.

On pose
z(t) =t
0 ol =
yt) = ! sit#0
[ (J¢1) |
et on a bien
z(t) —— 0
t—0
t) —— 0
t—0

On a
lim F(2(),y(1) = —1 —= ~1 % /(0,0)



kokk

On a 3
9 (0,0) = as(1,0)0,0) = 0,
ox
9 _ aj(0,1)(0,0) = 0.
dy

et )

ﬁ(w,y) = sgn(z) —— foo
* Ox |z| z—0
¥(z,y) € R* x R,
9 (2,4) = 2yn (jal)
oy’ ’
Exercice 8
On a
8 —x
fe @) = L (T —aeT) = ——(1-2)
dg —ze~® 1
@(z’y) 72 T
dg
—(z, =0
5 &Y .
5 — =1
g f—
Y
47
<~
On a
2
gL = - ==
e
Or,
1 2 2
g1,2)= —+°>°
2e e e
et
(l 1) 1 7% " 1 . 2
—l)=ce 2 4+-<2
& 2 2 e e
_1 1 1 _1 1
carie 2 <e <:>5<62<:>2>62 < 4 >e.

Dong, (1,1) n’est ni un minimum, ni un maximum pour g.

Exercice 9



1. f est 42 donc
Vh € R, f(h) = f(0) +hf'(0) + o (h)

donc

V(z,y) € R?, f(@® +4%) = fO) + (> +4°) F/(0)+ o  (@®+y°)

(z,9)—(0,0)

donc

Y(z,y) € R\ {(0,0)}, F(z,y) = f'(0) + IS — P(O).

@) € RE\{O,0}, F@y) = SO+ o s [(0)
On pose donc F(0,0) = £/(0).
2. f est de classe ¥ donc
V(o) € B, F@ 1) = FO+HaHA P O+ o o (@ 447)7).
' ' 2 (=,y)—(0,0)

Donc

V(a,y) € R\ {(0,0)}, F(z,) = /(0) + 5@ +4*)/"(0) + (2> + ).

o
(z,y)—(0,0)

On en déduit que

OF F(z,0) — F(0,0 1
2 0,0) = tim T L0 i (L0504 o (@) =0
= 7
et
O 0,0) = 1im QW =FO.0 _
By y—0 Yy
+
Soit (z,y) # (0,0).
OF () = 22f' (2% +y2) (2 + y2) — 22(f (2% + y2) — £(0))
ox ) = (22 4+ y2)2

OF
donc . est continue sur R? \ {(0,0)}. Or, f est ' donc
7

@ +9?) = £/(0) + (2* + v°)f(0) + o(z® + v*)

d’ou
OF (r,y) = 2O C IO o 40) 22 (50) 1 28 ) 4 002 447)
o yY) = z2 + 2 22 + 32 ) Yy
() _OF
T +o(l) (z,9)—(0,1) 0= oz ©0,0)

oF oF
donc D2 est continue en (0,0). De méme, B0 est continue sur R2.
£ Y

On en déduit que F est €.

Exercice 11



Il existe 4 dérivées secondes :

o%f o [(of
7= 25 (2)
0% f o (o0f
872:87/(87;)
9% f o [(of
away:a?<5y)
9% f o (of
ayam:@<$)
On pose
g:]RZ*)]R

(u,v) — f (%(u—&—v), %(u—v)) .

Ainsi, ¥(z,y) € R?, g(x +y,z — y) = f(z,y).
Donc,

By, _0f Bz 0f By

dr Ou Oy Ou

_of 1 08 1
or 2 9y 2

On en déduit que

d%g 1(82f dx  92f Oy  0°f Ox 82f@)
2

avau: @X% Oy Ox v (%caya 871/281)

_lL(1a3y 1 &2 +1 0?2 102
T2\ 2822 2900x 2080y 2 Jy?

2 2
Théoréme (Schwarz): Si f est €2 alors ai gy = 8{; gz
(vu lannée prochaine)
2
Donc ﬂ =0
Ou Ov
99
-
5 L)

g(u,v) = G(v) + H(u)
f(z,y) = G(z —y) + H(z +y)

Exercice 12



of _ .2

oz -

o _

Ay

z2y2

Donc f(z,y) = > + A

ﬁ, o

or = i

o _ v

dy a2 12
Donc f(z,y) = Vx2 +y2 + A

ﬁ, 7

dr 22 +y2

of Y

oy T2+ y2 .
2, .2
Dapres (E1), f(z,y) = 5 In (2 +4°) +9(»)
Or,

2y .
. 7 = dépend de = ¢
+9'(y) = = 9W = ey

of y B
o 22 1 42

Oy  z2+y2
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