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Quelques généralités



I Quelques généralités

On s’interesse dans ce chapitre & des fonctions défi- z
nies sur une partie D de R? & valeurs dans R.

Par exemple, f(@,y)
i (z,y) = bay + x2 + y2 ]

Une sphére n’est pas la surface représentative d’une
fonction. Mais, une demi-sphére oui :

fi(z,y) = V1 —a22—y2

La surface de la demisphére est

S = {(I,y,f(m,y)) | (z,y) € Do(l)}.

ot Do (1) est le disque unitaire a l'origine.

POINT DE VUE NAIF

Soit f: D € R? — R2. On fixe y et on étudie fy : x = f(z,y). Ou, on fixe = et on étudie
fz Y= f(wvy)'

e

LE BON POINT DE VUE

On reprend les notions d’une fonction d’une seule variable (limite, continuité, développement
limité, ...) que l'on adapte aux fonctions a deux variables.




Deuxiéme partie

Topologie de R”



11 Topologie de R?

Définition: La norme (euclidienne) de R? est application définie par

Y(z,y) € B?, ||(z,y)|| = V=2 + 2.

\J

Proposition: La norme euclidienne vérifie :

1. (séparation)
V(z,y) €R? |l(z,9)]| =0 <= z=y =0,

2. (homogénéité positive)
VA € R, V(z,y) € R%, |A(z,9)]| = [Al (2, )]l
3. (inégalité triangulaire)

V(z,y), (a,b) € R?, ||(z,y) + (a, )|l < [I(z, »)]| + lI(a, b)]I-

Preuve:
Déja vue en replacant (z,y) par z + iy € C et ||(z,y)|| par [x-+iy|

Définition: Soit (a,b) € R? et 7 € R

La boule ouverte (ou disque ouvert) de centre (a,b) et de rayon r est

Bla,p) (1) = {(z,9) € R? | [|(z,y) — (a,b)|| <}

La boule fermée (ou disque fermé) de centre (a,b) et de rayon r est

Blan)(r) = {(z,9) € R? | l(z,y) — (a,)] <7}

La spheére (ou boule) de centre (a,b) et de rayon r est

S(a,0)(r) = 0B(q0)(r) = {(z,9) € R? | ||(2,) — (a,b)[| = r}.




11 Topologie de R?

B(a.b) (T)

REMARQUE:
On parle de boule en dimension quelconque.

Définition: Une partie ouverte O de R? (ou un ouvert) si
V(z,y) € O,3r >0, B(q)(r) C O.

Une partie F est fermée su R? \ F est ouverte.

H Proposition: Une boule ouverte est ouverte. Une boule fermée est fermée.



11 Topologie de R?

Preuve:
@ est un ouvert.

Soit B la boule ouverte de centre (ag,bp) € R? et de rayon 7 > 0.

1
On pose p = 5(7" — |l(a,b) — (a0, bo)||). Montrons que
B(a,b)(p) C B(a,p)(1).

Soit (z,y) € B(a,b)(p)-

@) = (a0,b0)l| = l(z,v) = (a,b) + (a, ) = (a0, bo)]|
<ll@9) = (@b + l(a,b) = (a0, bo)]|
<o+ las8) = (a0, o) = 57+ 51(@,) = (a0, bo)]

<r

Soit F' la boule fermée de centre (ag, bg) et de rayon r > 0.

Soit (a,b) ¢ F. On pose

p= (@) ~ (a0, b0) ) >0

Montrons que B, p)(p) C R2\ F.
Soit (z,y) € B(a,b)(p)-

(@, y) — (a0, bo) || = [l(z, y) — (a,b) + (a,b) — (a0, bo)l

> | Iz, y) — (a,b)]| = ||(a,b) = (a0, bo)]| |
<p >r

= ||(a,) = (a0, bo) || = [|(=,y) — (a, b)]l
> [|(a,b) — (a0, bo)ll — p

1 1
> —||(a,b) — (ao, b =
~11@.8) = (a0, bo)l| + 57

>r

donc (z,y) € F.

EXEMPLE: 1. @ est ouvert.
R? est ouvert.

2. U est fermé.



11 Topologie de R?

R? est fermé.

3. {(#,0) | z > 0} n’est ni ouverte ni ferms.

D

Définition: Soit (a,b) € R? et V € 2(R?).

On dit que V est un voisinage de (a,b) s’il existe r > 0 tel que

B(a,b) (7) cV.

Proposition: Un ouvert non vide est un voisinage en chacun de ces points.

Définition: Soit D C R%. Un point intérieur de D est un couple (a,b) € D tel que
Jr >0, B(a,b) (7‘) C D.

en d’autres termes, si D est un voisinage de (a, b).

On note D I’ensemble des points intérieurs & D. C’est I'intérieur de D.

Proposition: D est le plus grand ouvert O de R? tel que O C D.




Topologie de R?

Preuve: i
Soit (a,b) € D.

Par définition, il existe » > 0 tel que
Ba,p)(r) C D.
Montrons que B, ) (r) C D.
Soit (z,y) € B(qa,p)(r). Comme B, 3 (r) est un ouvert de R2, il existe p > 0 tel que
Bla,y)(p) C B(a,p) (1)
donc (z,y) € D.
Donc D est ouvert, DcD.

Soit O un ouvert de R? tel que O C D. Montrons que O C D.
Soit (z,y) € O. Soit r > 0 tel que

B(z,y)(r) cocCcbD

donc (z,y) € D. O

Définition: Soit f: D C R? > R, £ € R, (a,b) € D.

On dit que f(z,y) tend vers £ quand (x,y) tend vers (a,b) ou que £ est une limite de f
en (a,b) si

Ve >0,3r >0,¥(z,y) € D,[|(z,y) — (a,0)| <r = [f(z,y) — € <e.
en d’autres termes si

YV e ¥, 3IW € %a,b)!v(xvy) € WﬂD,f({l‘,y) ev.

Proposition (unicité de la limite): Soit f : D — R, (a,b) € D, 01,05 € R telles que
{1 et L2 sont des limites de f en (a,b).

Alors ¢1 = ¥5.




11 Topologie de R?

12

L

/
D
(a,b)
Preuve:
by — 01
On suppose /1 < £2. On pose € = — > 0.

Soit r1 > 0 tel que
Soit r2 > 0 tel que

On pose r = min(rq,72) donc

Soit (x,y) € B(q,p)(r). Alors,

F(Blap)(r1)) Clls —&,£1 + <.

F(B(ap)(r2)) Cll2 —&,£2 + €.

m

B(a,p)(r1) N B(a,p)(12) = B(a,p) (1) # 2.

f(z,y) €)1 —e, b1 +e[N)le —€,82 +e[= 2.

Ly

m

“y

Définition: Soit f: D — R, (a,b) € D.

On dit que f est continue en (a,b) si

2,y)— (a,b)

fz,y) (x—>

f(a,b).

Proposition: Si f(z,y)

f(@,0) —= ¢

alors ra
fla,y) —— L

y—b

e
(2,y)—(a,b)

Preuve:

10




11 Topologie de R?

Ly
m

“y

Contre-exemple : exercice 3.

R? — R
(xy) +— =
Soit € > 0. On pose r = €.

EXEMPLE: 1. f: limite en (0,0) ?

V(z,y) € Bo,0)(r), [f(z; ) = 2] < (2, y)| <7 =¢

Donc f(z,y) ————
(z,y)—(a,b)
o R — R
g . ?
2. limite f : (@) g3 o (0,0) 7

Soit € > 0. On pose r = /r > 0.
v(‘E’y) S B(O,O)(/")i |f($, y)l - |‘Z'3| < H(‘E}y)ns < 7‘3 =€

R? — R .
(@y) — aiy? en (0,0)7
Soit € > 0. On pose r = ¢/ > 0.

3. limite de f :

V(z,y) € B(0,0)(r), £ (z,9)| = |2°%*| < Iz, »)IIPll(z, p)|I* < r® =e.

Définition: Soient D C R? et (z,y) € R2.

11



II

Topologie de R?

pas
adhérent

adhérent

On dit que (z,y) est adhérent a D si
Vr > 0,B( 4 (r) N D # 2.

L’ensemble des points adhérents & D est noté D. On dit que D est ’adhérence de D.

Définition:  Soit f: D C R? — Ret (a,b) € D, £ € R. On dit que f tend vers £ quand
(z,y) tend vers (a,b) si

Ve > 0,3r > 0,Y(z,y) € Ba,p)(r) N D, |f(z,y) — €] < e.

Proposition: 1. Dans ce contexte, il y a unicité de la limite

2. La limite d’une somme, d’un produit, d’un quotien, d’une composée se comporte
comme dans le cas d’une seule variable.

3. Soit f: D — R continue. Soient g : I — R et h: I — R continues telles que
vt eI, (g(t),h(t) € D.

Alors
telr f(g(t),h(t) ER

est continue.

12
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Topologie de R?
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11T Dérivation

Motivation :

S(x,y, 2) = 2(xy +xz +yz)
V(x’ Y, Z) = Wz

On cherche & minimiser S avec la contrainte V' = 1.

Yy
/ R} — R
Soit f : ( 1) ( 1 1)
— Slz,y,— | =2(zy+-+-—).
xy y

(z,y)

On cherche (a,b) € (IR:{)2 tel que

Y(z,y) € R, f(z,y) > fla,b).

Définition: Soit f: U — R ou U est un ouvert de R2. Soit (a,b) € U.

b) — b
M € R, alors on dit que f a une dérivée partielle suivant = en (a, b)

Si lim
r—a T —a
et cette limite est notée of
Of1(a,b) = = (a,b).
ox

— b
Si limb M{(a,) € R, alors on dit que f a une dérivée partielle suivant y en (a,b)
y— Yy —
et la limite est notée

df2(a,b) = g—i(a, b).

EXEMPLE: 1. f:(z,y)—oy+z—y.

7]
or (z,y) »y+1,
oz
g—i:(z,y)Hm—l.
1 1
2. fi(zy)—ay+—+ —.
y
of
Pl )Ml Bl
% H(zy) vz — —
9]
(1) : ai =y,
3. Trouver f telle que ’
of
(2): == =0
Ay
D’aprés (1) :
Y(z,y),3C(y) € R, f(z,y) = zy + C(y)
et donc

L @y =s+0w)
Yy

donc C'(y) = 0 et donc C' est constante.

15



11T Dérivation

of

ox
4. Trouver f telle que of

Ce n’est pas possible!

Définition:

Soit f : U — R ou U est un ouvert. Soit (a,b) € U.
Soit w = (w1, w2) € R2.

Si

. fla+twi,b+twa) — f(a,b)
lim
t—0 t

existe et est réelle, alors on dit que f a une dérivée
dans la direction de w et la limite est notée

df(w) (a7 b) = Dw(f) (av b)

EXEMPLE:

fi (R —R

1 1
(@) —> oy + = + .
r Yy

On pose (a,b) = (1,2), w = (w1, w2) = (1,1).

FL+6,2+8) - £(1,2)
t

1+¢

t+ o(t))

NS

O

(
( + 3t +o(t) + 1 —t+o(t)
(
+

1
Tt
1
t
1
t
7
4

Mﬂ

Donc,
df(L 1) (1’ 2) =

W
-

REMARQUE:

16

1

1
1+8)2+t)+——+— —3

241

s
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11T Dérivation

0, 0,
Théoréme: Soit f: U — R, (a,b) € U. On suppose que a—f et a—f existent en (a, b)
z

Y
et sont continues en (a,b). Alors,

V(h, k) € R? tel que (a + h,b+ k) € U,

fla+h,b+ k)= f(a,b) +hg(a,b) +kﬂ(a,b) +

h, k)||).
Ox oy (h,k)i(o,o)(”( Il

0 0
On dit que f est de classe €7 si —f et —f existent et sont continues.

ox

REMARQUE:
En physique, cette formule correspond & :
_of of

dz + —dy.

d
! ox dy

En effet :

df = f(z +dz,y + dy) — f(=,y)

of of
= —d —dy.
ox v y Y

Proposition: Soit f: U — R de classe €' en (a, b) € U. Alors,

Vw = (w1, ws2) € R?,df(w) (a,b) = wlg(a, b) —&-wgg(a7 b).
7 oy

Preuve:
Soit w = (w1, ws2) € R2. Soit t € R*.

+(fla+ ton,bw) = £(@,0) = 1 (015 @) +twa g @) + 2, (Il )

0] o
= wla—i(a,b) +wga—§(a,b) +t£>0(1)

of of
m) wla(a,b) +w28—y(a,b).

Définition: Avec les hypothéses précédentes, en posant

of

Vf(a,b)= (a—m(a, b), g—?)j(a, b))

on obtient
df(w) (a,b) = (w | Vf(a,b))
ou (-|-) est le produit scalaire.

Le vecteur V f(a,b) est appelé gradient de f en (a,b).

17




11T Dérivation

Le développement limité a ’ordre 1 de f devient

£((@b) +w) = f(a,b) + (w | V5@, D) + o ([wl)

Proposition: Soit f: U — R de classe €.

U

Vf est orthogonal au lignes de niveaux de f, son orientation va dans le sens d’une
augmentation de f.

Preuve:
Soit v : I — U une courbe de niveau :

vt €1, f(v(t)) = cste.
D’aprés le lemme suivant :
VteI,0=(fo)(t)=df (' (®)(v(t) = (V' () | VF((1))
Donc V f(7(t)) est orthogonal a v (t).
Pour tout ¢t € I, on pose w(t) =tV f(~(t)). Donc

FOr® +w(®)) = F(y®) + VLGOI + 5 ()

Pour ¢ assez petit, f(y(t) +w(t)) — f(7(t)) est du méme signe que ¢. O

REMARQUE:

V:R} —R
(xvy7 Z) — —mgz
I’énerge potentielle de pesenteur

On a donc o
VV I8 = a2 a0 o - 07077 :1_5
@12 = (G0 3 32 ) = (0.0,-ma)

18



11T Dérivation

I — U
Lemme: Soit f : U — R de classe €7, ~ : ou x et y sont
f T —s (=), (1)) Y
dérivables.
On pose

vt e Ly (t) = (2 (), ¥ (1))
Alors fovy: I — R est dérivable et

Vte L (foy)(t) =df(+'(1)(v(®)

=(V®) 1 V(1))
— 0% (a(0),00) +5/ O 2 (0, 0).
Preuve:
On fixe t € I.
v 0, LI 2T 000 _ 2L (500) 1m0+ o (B) — S()
— & (607 + ' O | 1 60)) + 5, (107 O) ~ Lt
=Y IVIO®) + 2 1)
s (Y ) | V)
O
Définition: Soit f : U — R de classe €' et (a,b) € U. On dit que (a,b) est un point

critique de f si Vf(a,b) =0 i.e. ?(a b) = —f(a,b):O.
Oy

Dans ce cas, f(a,b) est appelé valeur critique de f.

(a, b)
Proposition:
Soit f: U — R de classe €' et (a,b) € U tel que
3r > 0,V(z,y) € Ba,p)(r), f(z,y) < f(a,b)

Alors V f(a,b) = (0,0).

Preuve:
Soit g : © +— f(z,b). g(a) est un maximum local de g donc g’(a) = 0.

57 (a,b)

Or, ¢'(a) = .

of B
donc a(a, B) =

Soit h:y — f(a,y). On a de méme h’(b) = 0.

19



11T Dérivation

af
9y

Donc, Vf(a,b) = (0,0).

Or, k' (b) = =~ (a, b).

REMARQUE:
Un minimum local est aussi une valeur critique.

‘ | (¢) Point de selle / Point

col
) Maximum local ) Minimum local

EXEMPLE:
On revient a ’exemple donné en introduction :

f:RL)? —R
(x,y)»—>2(xy+l+l).
Ty

(]R;'")2 est un ouvert de R?. Soit (z,y) € (]Rj')z.

On a of .
a_ b =2 - 5 )
s OV U
0, 1
% (@) =2 (-
dy y?
of of
a_ b - 4 ) =0
5g V) oy (z,y)
1
— o 4312
= y—z
1
=T
z =zt
xr =
<~
On vérivie que f présente en effet un minium local en (1,1).
f(1,1)=6

On fixe y € R et
1 1
g:x»—)2(wy+7+7>.
xz Yy
Donc

1
VmERj‘,g/(m):2( ——).

22
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11T Dérivation

1
x 0 — +
v -
9'(x) - 0 +
g \ /
1
2 (2@-&- 7)
Yy
Ainsi,
1
vz € RY,Vy € R, f(z,y) > 2 (2\/§+ 7)
Yy
. 1
Soit h:y — 2\/y+ —. On a
Yy
1 1 -1 3 =1
V> 0 (y) = — - = =1 _yr-
VYooY Yy Y
Yy 0 1 +o0o
R (y) = 0 aF
3

Donc,
Vo,y >0, f(z,y) >22x3=6= f(1,1).

2
Proposition (régle de la chaine): Soit f : (:c,g% o ]]lc{(%y) de classe €' et
U,V deux ouverts de RZ.
Soit ¢ : o= v
P ) = ) = (e, v),y(u,v)
On suppose que z et y sont de classe €' sur V.
. 1% — R 1
Alors, fop: ) — f(s@(m v)) est de classe €~ et
V(uo,v0) €V, W(umvo) = %(W(UO,UO)) X %(uo,vo)
+ %(cp(w,vo))%(m)wo)
V(uo,vo) € V, W(Umvo) = %(W(uovvo)) X %(uovvo)
+ %; (0 (uo,v0)) %(uo, v0)

EXEMPLE (changement de coordonnées polaires):

21
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Dérivation

On pose

Donc,

EXEMPLE:
Résoudre

3]
ﬁ(ro, o)
7

o)
(ro, 60)

v : R x]0,27] — R?\ (R x {0})
(r,0) — (rcos@,rsinb),

f:R2\ (Rf x{0}) — R
(z,y) — f(z,9),
=V
—N—
g:RIx]0,27[ — R
(r,0) — f(rcosf,rsinb).

V(ro,00) €V,

0,
8—f (10 cos Bp, ro sin Og) cos O
z

+ %f (ro cos 6p, ro sin B ) sin Oy
Y

= 2rg cos? 0y + 2ro sin2(90)

= 2rg

0,
Bif (7o cos Bg, ro sin Bg)ro sin Oy
x

0
+ —f (ro cos 6p, ro sin O )ro cos O

9y
= —2r02 cos(6p) sin(fp) + 2702 sin(fo) cos(6o)
=0
g(r,0) = r2.
of =
0r a2 +y2?’
o __v
gy 22 +y2’

On pose g : (r,0) — f(rcosf,rsind).

Donc,

d’ou,

@ = 1cosQGJrlsinQé’z 1,

ar r 7 r

9g ' .

30 cos(0) sin(@) + sin(0) cos(8) = 0.

ICeR,g: (r,0) »Inr+C

W(z,y) € B2\ {(0,0)}, f(@,y) = In (Va® +4?) +C

1
=5 In(z? +y?) + C.

22



11T Dérivation

REMARQUE:
Soit # = (e1, e2) la base canonique de R2, f: U — R de classe €' avec U un ouvert de R2.

Soit (z,y) € U.

of
a(ﬂf,y)
Matg (Vf(z,y)) = af

Ky(xvy)
Soit
e:V—U
(u,v) —> (w(u, v),y(u,v))

avec z,y de classe €. Soit g = f o .

Mat g (Vg(u7 ’U)) du

J(u,v)
= J(u,v) Matg (Vf(z,y))

ot J(u,v) = (Matg (Va(u,v)) : Matg (Vy(u,v))).

On dit que J(u,v) est la jacobienne de ¢ en (u,v). L’application linéaire canoniquement
associée & J(u,v) est la différentielle de ¢ en (u,v) noté de(u,v).

On a dp(u,v) € Z(R?) et Matg (de(u,v)) = J(u,v).

Par exemple, la jacobienne du changement de coordonnées polaires est

or oy
or  Or cos 0 sin 0

J = = . .
dxr Oy —rsinf  rcosf
a0 90

det(J) =rcos?0+rsin?0=r
le jacobien
Dans une intégrale double, si (z,y) = ¢(u,v), alors dedy = det(J)dudv.

Ici,
dz dy = r dr d6.

Preuve:
On pose (x0,90) = @(uo,vo). Pour tout (h,k) € R? tels que (uo + h,vo + k) € V, en
posant g = f o p.

23



11T Dérivation

g(uo + h,vo + h) = f(z(uo + h,vo + k), y(uo + k,vo + k))

= 1 (u0,0) + 1% a0, 0) + K52 o, 0) + o (I, ),

w0, 10) + 1 3% (o, v0) + K52 (uo,wo) +o (I D) )
= f(zo0,%0)
b i 0,
+ (B52 0,0) + k5% 0, 0) + 80111 ) S (o0, 30)

of

+ (150,10 + k5 w0, 10) ol 1D ) 5 (a0, 30)

+s(||(h, B)|))
= f(z0,v0)
(G o) 3 00 + 32 00 00) 5 a0 )

+k (%(w,vo)%(wo,yo) + %(uoﬂvo)%(wo,yo)) +o([|(h, )II)

0 1o]
= g(uo,v0) + h == (ug, vo) + k== (uo, vo) + o(|| (h, k)|))
ou ov

Par identification,

0 16) 16) 0 o)
29 (ug,v0) = a%(uo,vo)afi(wmyo) 4 ﬁ(uo,vo)i(wo,yo)

ou oy
o 8 8 of 8 of
9 _ Oz y
% (uo,v0) = 5 (uo,vo)aw (z0,90) + 5 (uo,vo)ay (%0, ¥o0)-

ExeEMPLE (Régression linéaire):

y=ax+b

24



11T Dérivation

On fixe (a,b) € R2.

Perreur totale.

On veut minimiser e(a, b). On a

%(av b)=-2) (v — am; — b)ms,
a A
Y(a,b) € R?, 5 =i
E
%(a,b) =-2 ;(yZ —axz; — b).

Donc,

n n n
2
GE z; +b§ J»’i:E YiZi
i=1 i=1 '
n n

(a,b) point critique de ¢ <= =1

1< 1<
ouz = 52931, Y= ﬁzyz
g=il d=i
Cov(z,y)
a =
= V(x)
b=y —ax
C )
Coeflicient de corrélation : M €[-1,1]
Ox0y

25
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