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Définition: Soit n € IN*.

Le groupe symétrique est noté S, : Pensemble des permutations de [1,n] muni de o.

#5m = @l




Premiére partie

Mise en situation



I Mise en situation

BON MELANGE D’UN JEU DE CARTES :

Soit un jeu neuf de N cartes. On procéde & un mélange par insertion : on place la carte qui
est au-dessus n’importe out dans le paquet, étape que l'on répéte ¢ fois.

Pour quelles valeurs de t obtient-on un jeu bien mélangé ¢

Modélisation : On numérote les cartes de 1 & N dans l'ordre initial du jeu.

W
N

NELNERNEN

insertion l insertion
I e , =
id € Sy, Yk € Sn Y ©Ye € Sn

On peut modéliser par un arbre le mélange dont les noeuds sont des permutations des éléments
de S N-
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2
=

.
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/N

L2 2
w N

)
Z

t fois

On dit que le jeu est bien mélangé aprés ¢ insertions si chaque élément de Sy est une feuille
de cet arbre et la probabilité d’obtenir cette permutation est %



I Mise en situation

Avec N =4, on a

W N

1 =id Y2

V3=

5}
N
Il
=W N =
WNEB L R

=W N =
=N = W

Avec k=2et £ =1,

1 2 2
2 420 1 ~y0 1
3 73 "3
4 4 4
~~ ~~
Y2 V2
Avec k=2et £=2,0n a
1 2 1
2 1 2
3 73 7 3
4 4 4
Et aveck =2et £=3,0n a
1 2 1
2 1 3
3 7 3 7 2
4 4 4
1—1
2—3
120735 g9
44

Est-ce-que toute permutation peut s’écrire comme un produit des vy avec k € [1,N] ?



Deuxiéme partie

Cycles



II Cycles

REMARQUE (Notation):
Soit o € S,,.

o:[1,N] — [1,N]
* sii=1

x*  sii=2
7 —

On écrit plutot

EXEMPLE:
Avec N =4, on a donc

(1 2 3 4 (1 2 3 4
M={1 2 3 4 2= 1 3 4

(1 2 3 4 (1 2 3 4
B=13 1 2 4 =14 1 2 3

REMARQUE:
Avec N =4 et
1 2 3 4
7= (4 1 3 2)
@h\
® ®
@J
Avec N = 8 et

Q
\
N
[
= N
= W
[SATN
w ot
N O
o
S o
"

Définition: Soit o € Sy et z € [1, N].
L’orbite de & pour o est
{z,0(2),0%(),...} = {o*(a) | i € N},

o = id,

A1 . L’orbite de x est
o #id.

On note l'ordre d de o : si o # id, {

{z,0(),...,0¢  (2)}.




II Cycles

Les orbites de o partitionnent 1, NJ.

Définition: Soit v € Syy. On dit que « est un k-cycle si v a N — k points fixes et les
k autres éléments sont dans une méme orbite.

EXEMPLE:

Q
|
N
W =
(G200 \)
[ISNNGL)
N W
S Ot
= o
~
~—

o est un 6-cycle.

o est un 5-cycle.

EXEMPLE:
(1 2 3 .- k k+1 -+ N
"=\t 1 2 -~ k-1 k+1 -+ N

B0
/

@ \@ C@ ....... C@
o/

Y1 est un k-cycle.

REMARQUE (Notation):
Soit v un k-cycle tel que y(x) # x. On note

1=(z @ @) - Y =)



II Cycles

EXEMPLE:
Avec
1 2 3 4 5 6 7 8
7=\3 2 4 6 5 8 7 1
On a donc
o= (6 1 4)
=(3 6 1)
EXEMPLE:
1 2 3 4 5 6 7
7=\3 1 2 6 5 4 7
1 2 3 4 5 6 7
(1 3 2)o(4 6):(3 2o 7>:g.
1 2 3 4 5 6 7
(4 6)o(1 3 2):(3 L 2 6 5 4 7):0.
EXEMPLE:
Avec N =4,
1 2 3 4
1 2 31 3 4):(1 3 4 2)
S

Définition: Soit o € S,,. Le support de o est

Supp(c) = {z € [1,n] | o(x) # a}.

Théoréme: Toute permutation de S, est une composée de cycles & supports disjoints
et ces cycles sont uniques.

EXEMPLE:



II Cycles

EXEMPLE:
(1 2 3
774 5 8
=1 4 2
Preuve:
Soit o € Sy,

ANALysE On suppose que

T =7172"""p

ou Vi € [1,p], vi est un cycle et Vi # j, Supp(y;) N Supp(y;) = @.

On pose y1 = (a1 az

o(a1) =v10---0vp(ar)

ak). Donc

=71 0-07p—1(a1)( car a1 € Supp(v1) donc a1 & Supp(vp))

= ’Yl(al) = a2.

De méme,
o(az) = n(az) = a3
o(ak—1) =7 (ak—1) = ax
o(ar) = 7(ar) = a1
De méme,
Vi € [1,p], Supp(v:) est un orbite de o.
En d’autres termes, si o a pour orbites O(z1), O(z2),...,0(xp), {{zp+1},
avec x1,...,%p € Supp(o) alors
1= (z1 o(z1) o%(z1)
2= (22 o(z2) o*(z2)
T = (3310 o(zp) 02(1%) )

SYNTHESE ok!

Proposition: Soit 7 un k-cycle.

Alors lordre de 7 est k :

'yk:id
Ve e[l k—1],7 #id

Preuve:

oo {@at}



II

Cycles

Onpose y= (a1 a2 --- ak) avec
Vz;é],azgﬁaj

Soit ¢ € [1,k — 1]. Alors
'ye:a1+g7§a1 car 1 +¢ < k

donc ,718 # id.
Soit ¢ € [1, k]. Alors

7*(ai) = a;

j 1
avec JE[[ K] donc a; = a;.
j=i+k [k]

Ve & {a1,...,ar},v(z) ==z

donc v*(z) = z et donc ¥ = id.

Proposition: Soit v = (al ak) un k-cycle et o € Sy,. Alors
07071 = (a(al) a(ak))

est un k-cycle.

Preuve:
Soit z & {o(a1),...,0(ax)}. o est bijective : soit y € [1,n] tel que o(y) = =.

De plus, y € {a1,...,ar}.
D’ou

oyo T = a’ya_l(o(y))

Soit i € [1,k — 1].

U'Ya'_l(o'(ai)) = O"Y(ai) = o'(a,i+1)
oyt (o(ak)) = ov(ax) = o(ar).
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Troisiéme partie

Transpositions

11



111 Transpositions

Définition: Une transposition est un cycle de longueur 2 : (a b) avec a # b.

EXEMPLE:
Avecn=5et y= (2 4 1).

men=sar=0 a5 0 9-(3 1110 0)

Donc,
y=(1 2)(1 6)(1 5)(1 3)
1 2 3 4 5 6
3 2 1 4 5 6
3 2 5 4 1 6
3 2 5 4 6 1
3 1 5 4 6 2
Et,
y=(1 3)(2 3)(3 5 (5 6)
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 6 5
1 2 5 4 6 3
1 3 5 4 6 2
3 1 5 4 6 2
EXEMPLE:

1 4= 2)(2 3)(3 4 (2 3)(1 2
On n’a pas toujours le méme nombre de transpositions mais la parité du nombre reste la méme
(proposition plus loin).

Théoréme: Toute permutation se décompose en produit de transpositions.

Preuve:
Soit v = (a1 ak) un k-cycle.

On remarque que

y=(a1 ag)---(ar a4)(ar a3) (a1 a2)

C’est un produit de transpositions. O
EXEMPLE:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A"eC"*wet"*<9 8 1 7 2 3 4 5 10 6)



Transpositions

11

On a

5)(2 8)(4 7)

Vérification :

8

9
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Quatriéme partie

Signature d’une permutation

14



v Signature d’une permutation

Définition: Soit o € S),.
Un inversion de o est (4,4) € [1,n]? tel que i < j et o (i) > o (j).

La signature de o, notée (o) vaut (—1)* ou k est le nombre d’inversions de o.

EXEMPLE:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Aveen =10et o = (9 8 1 7 2 3 4 5 10 6
Les inversions de o sont (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (1,10), (2,3), (2,4),
(2,5), (2,6), (2,7), (2,8), (2,10), (4,5), (4,6), (4,7), (4,8), (4,10), (9,10).
Dong, (o) = (—1)%! = -1
Proposition: Soit 7 un transposition. Alors e(7) = —1.
Preuve:
On pose 7 = (@ b) avec a < b.
Donc
Al B oo @ coo B eoo g
™=\ 2 -~ b - a - n

7 a pour inversion (a,a + 1), (a,a+2), ..., (a,b), (a +1,b), (a+2,b), ..., (b—1,b).

Donc
E(T) _ (_1)b7a+bfa,+1 _ (_1)2(b7a)+1 = —il.

Théoréme: ¢ :(Sy,0) — ({—1, 1}, ><) est un morphisme de groupes.

Preuve:
Soient (01,02) € (Sn)2. On a

): H 01(1)701(]')

e(o1 —
i<j t=J
donc
(1) = [] 22 =120
102 11:[3 P
a1 ( a1(o (J)) o2(i) —02(j)
_E 02(Z 02(]) i—3j

_Hal(k —o1(0) < elon)

oz—l<k)<az)—1(e>

_ H 01(2'3; :jl(j) x £(02)
i<j

=¢e(o1)e(o2).
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v Signature d’une permutation

Définition: On dit qu’une permutation o est paire si (o) = 1, impaire si e(o) = —1.

Proposition — Définition: On note
An ={o € Sn | (o) = 1}.

C’est un sous-groupe de S, : on 'appelle groupe alterné.

Preuve:
An = Ker(e) O
EXEMPLE:
Avec
(1 2 3 4 5
7= (1 3 2 5 4)
donc
I o(j) —o(@) _ B—12—T6—14—1]
ST imi BT
o 2816314 —3)
B4 —2(5—2]
22y
(4—3](5—3]
4—-5
X
5—4
=—1.
REMARQUE:

n!
#A, = 3 En effet :

Apn — {0 € Sy | e(o) =1}
a>—>(1 2)0

est une bijection.

EXERCICE:
Probléme :
Soit o € Sy,. o est-il un produit des cycles v, = (k k—1 k—2 .- 1) avec
ke[1,N]?

= (1 2)
w =(3 2 1)

AvecN:E)et'y:(Q 3 5)7
vy = (4 3 2 1)
v =(5 4 3 2 1)
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Signature d’une permutation

v

5

3 4

™
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Q
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N MAN - MM

AN H NN AN A
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Cinquiéme partie

Bilan
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Bilan

p
48, = nl. } Soit v un k-cycle :
¥ = (a1 an — k) .
Alors, pour toute permutation o,
S oyo~ " = (o(a1) o(ap)) I
et c’est un k-cycle.
o 1 2 & n L
S \e(1) o(2) o(3) o(n))”
J
p
Une transposition est un cycle de lon-
. . 0 gueur 2.
On dit que d est 'ordre de o si L
o =id;
Vie[1,d—1], o® #id. -
) Toute permutation se décompose en
produit de transpositions mais cette dé-
N composition n’est pas unique.
G
L’orbite de o pour x € [1,n] est
{x,o’(x),...,odil(x)} s ] - —
. , Une inversion est un couple (i,j) avec
ot d est 'ordre de o. ) . . . .
i < j mais o(i) > o(j).
AN
N
On dit que o est un k-cycle si La signature d’une permutation o est
— o0 an — k points fixes; (o) = (=1)* ot k est le nombre d’inver-
— les autres éléments sont dans une sions. C’est un morphisme de groupes
méme orbite. donc
N N
Dans ce cas, o est noté & <H Ui) = H &(oq).
o= (zx ox) o*(x) P 1(z)) . o=k O o
T NN st —1.
ot I'ordre de o est k. )L a signature d’une transposition est
~ [ . .
Le support de o est I’ensemble des élé- Un'e permu'tatlon paire est une permu-
ments qui “changent” apreés ’application tation de signature 1.
de o : Une permutation impaire est une per-
Supp(o) = {x e [1,n] [o(z) # x} mutation de signature —1.
J
L’ensemble des permutations paires
N forment un sous-groupe : le groupe al-
Toute permutation peut étre décompo- L terne.
sée, de maniére unique, en cycles a sup-
ports disjoints.
J

19




	I Mise en situation
	II Cycles
	III Transpositions
	IV Signature d'une permutation
	V Bilan

