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Premiére partie

Défintions et premiéres propriétés



1 Défintions et premiéres propriétés

Définition: Soit (un)nen € CN. La suite des sommes partielles associée a (uy,) est

n
YnEN,Sn = u.
k=0

Etudier la série des (up), c’est étudier la convergence de la suite (Sy,).

On dit que la série Y u, converge si (Sy,) converge. Dans ce cas, hrf Sn est notée
n—-+0o0o

+oo
Z un, et on Pappelle la somme de la série, et la suite définie par
n=0
+oo
VneN,Rn= Y wu
k=n+1

est appelée suite des restes partiels.

Proposition: Soit (vy) € cW,

La série Y (vn+1 — vn) converge si et seulement si (vy, ).

Proposition: Soit > u, une série.

S1 > un converge ALORS u, — 0.

REMARQUE:
La réciproque est FAUSSE.

REMARQUE:
Avec les notations précédentes, si up, —/— 0, alors > u, diverge. On dit qu’elle diverge

grossiérement.



Deuxiéme partie

Séries a termes positifs



II

Séries a termes positifs

n
Proposition: Soit (un) € (]R+)N. Alors (Z uk> est croissante.
k=0 nelN

Théoréme: Soient u et v deux suites réelles telles que

¥n €N, [0 < tn | < vn.

1. SI 3wy, converge, ALORS Y u, converge

2. SI Y uy, diverge, ALORS 3 vy, diverge.

Corollaire: Soient u,v deux suites réelles POSITIVES telles que u = O(v).

1. Si ) vy, converge, alors > u, converge.

2. Si Y wuy, diverge, alors > v, diverge.

O
Théoréme: Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles que u = o(v).
1. Si > v, converge, alors > uy, converge.
2. Si Y wuy, diverge, alors Y vy, diverge.
O

Théoréme (régle des équivalents): Soient u et v deux suites réelles POSITIVES telles
que u ~ v. Alors
> up converge <=> > v, converge.



Troisiéme partie

Comparaison avec une intégrale



111 Comparaison avec une intégrale

Théoréme: Soit a € R.

1
Z — converge <= a>1
na

Dans ce cas, on note

+o0o 1
(o) = Z —°
n=1

n

Théoréme:

Soit f : [a, +00[— R continue, décroissante de limite nulle, avec a € IN.
Alors,

Z f(n) converge <= (/n f(z) d:c) converge.

nza



Quatriéme partie

Opérations sur les séries



v Opérations sur les séries

Proposition: L’ensemble E = {u € CN | " u,, converge} est un sous-espace vectoriel
de CN et

S:E—C
400
u»—)Zun
n=0

est une forme linéaire. O

REMARQUE:
La somme d’une série convergente et d’une série divergente diverge. Le produit d’une série
divergente par un scalaire non nul diverge.



Cinquiéme partie

Séries absolument convergente
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A% Séries absolument convergente

Théoréme: Soit (up) € cN. St >~ |un| converge, ALORS > u, converge.

REMARQUE:
(71)n+1
La réciproque est FAUSSE. On a vu en exercice que la série harmonique alternée E —
n
1 .
converge vers In 2, alors que E o diverge. =

Définition: Soit u € CN. On dit que 3" u,, converge absolument si 3 |uy| converge.
On dit que Y uy, est semi-convergente si

> un converge,
> |un| diverge.

Corollaire: Soit u € CN et v € (]R*)]N telles que u = O(v).

Si > vy converge, alors Y u, converge absolument. O
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Sixiéme partie

Séries alternées
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VI

Séries alternées

Théoréme: Soit u € (]R+)]N décroissante de limite nulle. Alors » (—1)"u, converge.

Proposition: Soit u une suite de signe constant telle que (|un|)n est décroissante de
limite nulle. Alors, Y (—1)™u, converge et

Vn € IN, R, est du signe de (—1)"+1un+1 et |Ry| < |un|
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Septiéme partie

Résumé et exemples
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Uy

n—+oo

QI

upn de signe
constant a partir
d’un certain rang ?

On remplace (up)
par un équivalent
plus simple

Comparer avec une intégrale

vn = O(wn)

3wy, converge ?

T

wn = O(vn)

3" wp, diverge ?

> un alternée
(lunl) — 0
(\un |) décroissante

> up converge

3 |un| converge ?

un converge

On forme un dévelop-
pement asymptotique
de un

1A
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VII Résumé et exemples
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Huitiéme partie

Applications
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VIII Applications

VIII.1 Formule de Stirling

Proposition: On a :

n——+oo

VIII.2 Développement décimal

Proposition: Soit (an)nen telle que

ap € Z,
vn > 1,an € [0,9]

L. Qn
La série E ——— converge.
10m

Définition: Soit z € R. On dit que = admet un développement décimal si

—+o0

a
3ao € Z, (an)nx1 € [0,9]Y ;2 =) 10—’;.
n=0

Théoréme: Tou réel z € [0, 1] admet un développement décimal :

=X [107z) - 10 L 0" x|

HM

Théoréme: Soit z €]0, 1[.

1. Si z n’est pas décimal (i.e. on ne peut pas I’écrire comme P/10™ avec p € Z et
n € IN), alors z a un unique développement décimal.

2. Si x est décimal, alors = a exactement 2 développements décimaux :
— il y en a un ou, a partir d’un certain rang, tous les chiffres sont nuls,
— et un autre ou tous les chiffres sont égaux & 9 & parir d’un certain rang.

REMARQUE:
4
Avec x = 0,5454 ..., 100x = 54,5454 ... = 54 + z. On a donc = = Z—g
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VIII Applications

Avec x = 0,987123123..., 0on a

o= BT 0000123, ..
1000

987 1
=_— 4+ _—_(0,123..)
1000 ' 103 2

Y

123 987 + 123
On a 1000y = 123 + y et donc y = —— et donc x = ———— 299
Y Y Y= 999 1000

VIII.3 Exponentielle
Proposition:

+oo 2"
.
vV € R, E oy e
n=0

Proposition:

too Zn
VzeC — =¢°
2
n=0
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