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Premiére partie

Définitions



I Définitions

Définition: Soit 2 un ensemble fini. Une probabilité sur €2 est une application
P:27(Q) — [0,1]
telle que
1. P(2) =1,
2. VA, Be (W), ANB=@ — P(AUB) = P(A)+ P(B).
Dans ce cas, on dit que (2, P) est un espace probabilisé.

ExeEMPLE (équiprobabilité):

Soit © un ensemble fini non vide. Soit
P:2(Q) —[0,1]
A
Ar— #—
#Q
_#
=uq -
2. Soient A,B € Z(Q) avec AN B = @.

1.

#(AUB)
#
_ #A+#B
#
= P(A) + P(B)

P(AUB) =

De plus, on pose n = #.

1
Yw € Q, P({w}) = — et ne dépend pas de w.
n

Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé.

L’ensemble 2 est appelé univers, les singletons {w} avec w € Q sont appelés événe-
ments élémentaires, les parties de 2 sont appelées événements, @ est appelé événement
impossible et 2 est appelé événement certain.

Soient A, B € 2(Q2). On dit que A et B sont incompatibles si AN B = .

Proposition: Soit Q@ = {w1,...,wn} un ensemble de cardinal n et (p1,...,pn) €
n

[0,1]™ tel que Zpi = 1. Il existe une unique probabilité P sur €2 que
i=1

Vi € [1,n], P({wi}) = ps.

Preuve:  Existence On pose
P:2(Q) —[0,1]

Ar— ZZH

i€ly

ot Ia ={i€[1,n] |w; € A}.




Définitions

— Soit a € Z(Q).

— P@) =Y =Y p=1
g=il

i€lg
— Solent A, B € Z() incompatibles.

Isup={i€[l,n],w;, € AU B}
=1, Ulp

P(AUB)= > pi= Y pi+ » pi=P(A)+P(B).

i€lauB il iclp
Unicité Soit @ une probabilité sur Q2 tel que
Vi € [1,n], Q({wl}) = pj-

Soit A € Z(Q).
A= J{wt= [ {wi}-
wEA i€l 5
En utilisant le lemme suivant,
QA =Q < U {w}) = 2 Qfw)
i€l y 1€ly

= > pi=P(A).

i€ly

Lemme: Soit P une probabilité sur © et (A;)1<i<n une famille d’événements 2 a 2

incompatibles. Alors
n
P ( Ai> = P(A).
i=1 i=1

3

Preuve:
par récurrence sur n. O

Proposition: Soit P une probabilitésur 2.

1. P(@)=0;
2. VA,B€ #(Q), ACB = P(A)< P(B);
3. VA,Be 2(0Q), P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Prewve: 1. Q=2 UQ donc P(Q) = P(@) + P() donc P(&) = 0.



Définitions

2. Soient A,B € #(Q2) avec A C B. On pose C = B\ A :

B=AUC,;
ANC=g2.

Donc, P(B) = P(A) + P(C) > P(A).
>0

A=A\ (AN B),
3. On pose { B’ = B\ (AN B),
C=AnNB.

A'UB'UC=AUB
ANC=BNC=A'NB' =2

donc
P(AUB) = P(A') + P(B') + P(C).
De plus,
A= A"UC donc P(A) = P(A") + P(C);
B = B"UC donc P(B) = P(B') + P(C).
D’ou

P(AUB) = P(A) — P(C) + P(B) — (€7 + Bty
= P(A)+ P(B) — P(AN B).



Deuxiéme partie

Probabilité conditionnelle



Probabilité conditionnelle

Proposition — Définition: Soit (2, P) un espace probabilisé et A € 2(Q) tel que
P(A) #0.

L’application

2(Q) — [0,1]
P(ANX
X — w
P(A)

est une probabilité. Elle est notée P4 et est appelée probabilité sachant A.

Elle est parfois notée P(A | B).

Preuve: ~— Soit X € P(Q).
0<P(ANX)< P(A)car ANX CA

Comme P(A) > 0,
P(ANX)

°S Th@

<1

P(ANQ) P(A) _
P(A)  P(A)
— Soient X,Y € P(Q) avec X NY = @.
P(AN(XUY)) P(XNA) U NA)
P(A) a P(A)
_ P(ANX)+PANY)
a P(A)

Proposition: Soit (€2, P) un espace probabilisé et A € 2(Q) tel que P(A) # 0.

VX € 2(Q), P(ANX) = P(A) Pa(X).

Proposition: Soit (2, P) un espace probabilis¢, A € 2 () tel que P(A) € ]0, 1].

VX € 2(Q), P(X) = P(A) Pa(X)+ P (A) Pz(X).




11 Probabilité conditionnelle

Preuve:
Soit X € 2(Q).
X=XNnQQ
=Xn(AuA4)
=(XNnA)U(XnA

donc
P(X)=P(XNA)+P(XnA)
= P(A4) PA(X) + P (4) Pz(X).

Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé. Un systéme complet d’événements est
une partition de €.

Proposition (probabilités totales): Soit (€2, P) un espace probabilisé, (A;)i<i<n un
systéme complet d’événements tel que

Vi e [1,n], P(A;) > 0.
Alors,
Vz € 2(Q), P(X) =Y P(A;)P4,(X).
=il

Preuve:
Soit X € 2(Q).

EXEMPLE:
On dispose de 5 dés : un a 4 faces, un a 6 faces, un a 8 faces, un a 8 faces, un a 12 faces et un

a 20 faces que l'on suppose bien équilibré.

Pour qu’un dé soit bien équilibré, il faut que ce soit un polyédre régulier, aussi appelé polyédre



11 Probabilité conditionnelle

de Platon. Il y en a 5 : le tétraedre, le cube, 'octaédre, le dodécaédre, et I'icosaédre.

On choisit au hasard I'un de ces dés, on le lance et on note le résultat.
Quelle est la probabilité que ce résultat soit égal a 7 ?

Modélisation 1 : Q = [1,20], P =7.

Modélisation 2 : 2 = {(a:, y) | z € {4,6,8,12,20} et y € [1,z] } et P une probabilité sur €.
D'e

—
On pose Vz € {4,6,8,12,20}, A, = {z} x [1,z]. On suppose que

1
Vz € X, P(Az) = =t
On note
Vy € [1,20], By = {(z,y) |z € X et y <z}
et donc 1
7 i g ’
Ve € X,Vy € [1,z], Pa,(By) = = LA
0 siy > x.

Implémentation en Python de ’experience :

import random as rd

def exp():
faces = rd.choice([4, 6, 8, 12, 20])
result = rd.randint (1, faces)
return result — 7

def proba(N = 1000):

cpt = 0
for  in range(N):
if exp():
cpt +=1

return cpt / N

Solution :

P(Br) = Y Pa,(Br)P(Az)

rzeX
— L (Pag(Br) + Payy (Br) + Pag(B))

5
11+1+1)
5\8 12 20/°



11 Probabilité conditionnelle

Proposition (probabilités composées): Soit (€2, P) un espace probabilisé, (A4;)i1<i<n
des événements tels que
P(A1 n ~~~|'-‘|An,1) ;é 0.

Alors,
P(A1N---NAp) = P(A1) Pa,(A2) PA;nay(A3) - Pajnna,_; (An)
PAl (AQ) Az
Ay
P(Ay)
Py, (Az) As
P(Aq)
1
Preuve:
Vi,AiN---NA; DA N---NA, donc P(A1N---NA;) > 0.
P(A1) Pa, (A2) PA1nAo(A3) - Pain..na,_; (An)
—P(A)P(AQHAl) P(AgﬂAQﬂAl) P(AnﬁAn_1ﬂ~~-ﬂA1)
a VT P(A) P(A1 N Ag) P(A1N---NA,_1)
=P(A1N---NAy)
O
EXEMPLE:

On reprend ’expérience précédente aléatoire précédente. On sait qu’on a obtenu 7.

Quel dé a été utilisé ?

10



11 Probabilité conditionnelle

On veut calculer Pp,(Az) pour tout . Soit z € X.

P(A ﬂB7)
Por(4s) = =5

_ Pa(Br) P(Ax)
P(Br)

0 siz € {4,6}
1,1

1o d
& g six =38
P(Br)

21 1

1 e dl

2 5 six =12
P(Br)
1.1

L

20 5 sixz =20
P(Br)

On a utilisé la formule de Bayes.

Proposition (Bayes): Soit (€2, P) un espace probabilis¢, A, B € Z(Q) tels que P(A) #
0 et P(B) €]0,1[-

Py~ PEA PB) Pp(A) P(B)
AT T TTP@) T Pe(A)P(B)+ P5(A) P (B)

REMARQUE:
On appele P4 (B) la vraissemblance (likelyhood en anglais), P(A) la probabilité a-priori (prior
distribution), et Pg(A) la probabilité a-posteriori (posterior distribution).

ExeEMPLE (filtre bayésien):

On peut utiliser cette formule pour filtrer les SPAMs dans les emails. On utilise des données
de la forme :

mot 1 | mot 2 | --- mot p | spam?

mail 1
mail 2

mail n

On peut donc calculer la probabilité qu'un email soit un SPAM en fonction des mots qu’il
contient :
P(spam) Pspam (mot 1, mot 2,...)
P(mot 1,mot 2,...)
Pspam(mot 1) X Pspam (mot 2) X - - -
P(mot 1, mot 2,...)

P(mot 1,mot 2,...)(spam)

ExeMpPLE (Test médical):

On estime qu’une personne sur 10000 est atteinte d’une certaine maladie. On invente un test
T.

g 99

Pmalade (T = pOSltlf) = —,
1010

Prsraas(T = positif) = ——.

On fait un test et il revient positif. Quelle est la probabilité d’avoir la maladie : Ppy (M) ?

11



11 Probabilité conditionnelle

Py (TH) P(M)
o@D =""pmy
99 1
_ 100 X 10000
99 i 9999
700 X 10000 * 10000
990
=— _~9%
990 + 9999

On a 9% d’avoir la maladie : le test n’est pas trés précis.

ExeMmpPLE (QCM):

On a un QCM de 20 questions ou ’on peut répondre par vrai ou faux (donc c’est pas vraiment
un QCM). Si un étudiant connait la réponse, il réponds correctement. Sinon, il choisit 'une
des réponses au hasard.

Soit p la probabilité qu’il connaisse la réponse a une question. Cela représente le niveau du
candidat : un éléve ayant travaillé aura une valeur de p plus importante qu’un éléve n’ayant
pas travaillé.

L’étudiant obtient 13/20. Estimer p.
Comme p € [0, 1], on découpe 'intervalle en 10 : on pose
k+0,5,

Vk € [0,9], Ax : “p = .
[0,9], Ax: “p 0

On pose aussi
Vi € [1,20], B; : “la i-éme réponse est correcte”,
vj € [0,20], C; : “Vétudiant a i/20”,
On cherche donc Pg,,(Ag). S’il n’y a pas de “pic” de probabilité (en fonction de k), il faut

changer le QCM : augmenter le nombre de questions, mettre des questions plus faciles /
difficiles. . .

On utilise la formule de Bayes :

Pa, (C13) P(Ax)

Pc,,(Ag) = P(Crs)

On peut choisir P(Ag) : c’est subjectif. On peut avoir une distribution uniforme, ou suivant
une courbe de Gaufs, ...

1
On choisit P(Ag) = ol distribution uniforme.

9
P(Ci3) = Y _ Pa, (C13) P(Ay);
k=0

() (5) " (-2)

Proposition (Bayes): Soit (€2, P) un espace probabilisé et (Ag)recx un systéme com-
plet d’événements tel que

Pa, (C13)

Vk € K, P(Ay) # 0.
Soit X € Z(Q) tel que P(X) #0. On a
P, (X) P(Ag)
Yjex Pa; (X)P(4;)

Vk € K, Px(Ak) =

12
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Probabilité conditionnelle
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111 Evénements indépendants

Définition: Soient A et B deux événements d’un espace probabilisé¢ (€2, P). On dit
que A et B sont indépendants si

P(AN B) = P(A) P(B).

REMARQUE:
L’indépendance d’événements au sens mathématique n’est pas la méme chose que I'indépen-
dance dans le sens commun : elle dépend de la probabilité utilisé!

EXEMPLE:

On considére un objet, qui est défectueux avec une probabilité p € ]0,1[. On effectue deux
controéles indépendants. Chaque controle permet de détecter un défaut (s’il y en a un) avec
une probabilité ¢ (il n’y a pas de faux positifs : on ne peut pas trouver un défaut s’il n’y en a
pas).

Les deux contréles sont négatifs. Quelle est la probabilité qu’il y ait quand méme un défaut ?

SIMULATION EN PYTHON :

import random as rd

def experience(p, q):
defaut = bernoulli(p)
controles = [False, False]

for i in range(2):
if defaut:
controles|[i] = bernoulli(q)

return (controles, defaut)

def proba(p, q, N = 10000):
cpt = 0
pr =0
while cpt < N:
¢, d = experience(p, q)
if not any(c): # deux controles negatifs
cpt =1

if d:
pr += 1
return pr / N

Pour générer une variable aléatoire de probabilité p en Python, on génére un réel z € [0, 1]
et on le compare & p :

def bernoulli(p):
return rd.random() < p

MobgrisaTion : © = {0,1}3;

D ={0,1}2 x {1} et P(D) = p;

C1 = {1} x {0,1}? et Pp(C1) = q;

Cy ={0,1} x {1} x {0,1} et Pp(C2) = gq.

On sait que Py (Cq) = Pp(C2) = 0.

On suppose que C7 et Co indépendants relativement & Pp.

15



111 Evénements indépendants

_ Pp (01 ﬁég) P(D)

1Pz == (D) = = ~
ClﬂCQ( ) P(ClﬂCQ)
On a :
Pp (01 n ég) = Pp (él) Pp (62)
= (1 - Q)27
P(D) = p,
et
P (01 n C_'Q) = PD(él n C_'Q) P(D) + PD(él n 02) P(D)
=p(l-q¢)®+1-p.
Or,
P(C1) P(C2) = (1—aqp+1—p)
== P(C_'l [l C_'z) en général.
Finalement,

p(1—q)*
p(l—q)?+1-p
Sig=1,onaPs e, (D)=0.Sig=0,0na Pe,ney (D) =p.

Peine, (D) =

Définition: Soit (€2, P) un espace probabilisé et (A;);c s une famille finie d’événements.
1. On dit que ces événements sont 2 & 2 indépendants si
Vi#j, P(A;NAj) = P(A;) P(4;)

2. On dit qu’ils sont mutuellement indépendants si

vJ e 2(I)\ {9}, P( N Aj) =[] P)).

jeJ JjeJ

EXEMPLE:
A faire

Q=..,P=..,A B,C=...tels que

P(ANB) = P(A) P(B)

P(ANnC)=P(A)P(C)

P(BNC)=P(B)P(O)
mais

P(ANnBNC) # P(A)P(B) P(C).

EXERCICE:

Soit (2, P) un espace probabilisé fini, A et B deur événements indépendants (par rapport &
P).

1. Montrer que A et B sont indépendants.

2. Montrer que A et B sont indépendants.
SOLUTION :

16



111 Evénements indépendants

1. On suppose P(A) # 0.

= P(A) (1 — P4(B))
= P(A)(1- P(B))
= P(A) P (B)

On suppose P(A) =0. AN B C A donc
0<P(ANB) < P(A) =0

et donc

P(ANB)=0=P(A) P (B).

2. CPest une conséquence du 1. : on remplace B par A et A par B.

Proposition: Soit (2, P) un espace probabilisé et (A;);cs une famille d’événements
mutuellement indépendants. Soit J € Z(I) et on pose

Ai siteJ

A; sinon.

viel, Bi:{

Alors, (B;)ier est une famille d’événements mutuellement indépendants.

Preuve:
Pour n € IN*, on pose

P(n): “VK C I avec #K =n, P m B; | = H P(B;)”.
i€K iEK

17



Quatriéme partie
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IV Bilan

4 N
Une probabilité est une application de VA, B, P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB)
la forme o
P:2(Q)— [0,1]
vérifiant P N
1. P(Q) =1, Probabilité conditionnelle
L 2. VA, B, P(AUB) = P(A)+P(B). ) Pour tout événement A de 2 de proba-
bilité non nulle,
Py : 2(Q) — [0,1]
p
Equiprobabilité X P(ANX)
P(4)
P 2(Q) — [0,1] - -
Ar— #714 e R
#Q Un systéme complet d’événements est
~ = une partition de €.
- J
( N
Si AN B = @, on dit qu’il sont incom- - ~
patibles. Probabilités totales
. J
n
p N VX € 2(Q), P(X) = Z P(A;) Pa, (X).
Si on associe & chaque événement élé- L i=1 )
mentaire w; une “valeur” (=~ probabilité)
pi, alors il existe une unique probabilité
2 Q vérifiant P(w;) = p;. ( h
L sur  vérifiant P(wi) = pi ) A et B sont deux événements indépen-
dants si
P(ANB)= P(A) P(B).
p . (AN B) = P(4) P(B)
n n
P U A ) = ZP(Ai)~ (A;)ier est une fargille’ finie d’évé.ne—
i1 im1 ments mutuellement indépendants si
. J
Pl A | =]]PA).
il i€l
. J
~
Probabilités composées
P(A1N---NAp) = P(A1) Pa, (A2) PA;nay(A3) - - Pajn...na,_; (An).
. J
Bayes
Pp(A) P(B
pa(s) — P2 PB)
P(A)
Pour plusieurs événements
Py, (X) P(A
Wk € K, Px(Ap) = o) P __
ZjEK PAj (X) P(4;)
. J
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