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Espace affine (HORS PROGRAMME)

MOTIVATION GEOMETRIQUE :

Dans les petites classes, la géométrie du plan distingue deux types d’objets élémentaires

— le point
— le vecteur

reliés par la notion de translation.

Par exemple, une droite peut étre décrite avec un point et un vecteur :

Soit K un corps.

Définition: Un K-espace affine est un triplet <E, E, 7') ou
— FE est un ensemble;

-
— F est un K-espace vectoriel ;

)

— T:EXE’*)Etelleque
VM € E, 7 (M, T) = M,
VM € E, Y (T, ) eEQ,T(T(M,m,?) =7 (M, T+ %)
Y(A,B) € E2, 3% € E,7 (A, W) = B.

Les éléments de E sont appelés points, ceux de E vecteurs.

Pour tout @ € E, I’application
E — FE
M — 7 (M)

est la translation de vecteur .
En général, pour M € E et & € E, au lieu d’écrire T (M + 1’[),_0)11 écrit M + @. Soient

(A, B) € E?. L’unique vecteur ¥ tel que A+ U = B est noté AB = B — A.

EXEMPLE: 1. On pose
(&): ¢ =azy+ze®

Soit E I’ensemble des solutions de (&), Ele RR-espace vectoriel des solutions de

() : o =ay,

et
T!EXE—)E
(f,d)— f+T

ou + correspond a ’addition de fonctions.
— VfeE, 7(f,0)=f+0=f.
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Vf € B, ¥(h1,ha) € B2, 7(7(f,h1), ha) = 7(f + 1, h2)
(f +h1) + he
= f+ (h1 + h2)

= T(f,T(hl, hz))

— Soient (f1, f2) € E?. Onpose h=fo— f1 € E (— est la soustraction de fonctions)
et alors 7(f1,h) = f2 et h est unique.

2. On pose E = R2, E =R2 et
—
T:EXE —EFE
((@,9), (u,0)) — (& +u,y +v).

(E, E s 7') est un R-espace affine.
‘ Proposition: Soit E un K-espace vectoriel. Alors (F, E, +) est un K-espace affine. [J

EXEMPLE:
Soit EZ un K-espace vectoriel. Un champ de vecteur est une application

X: FE — E.
T T

points vecteurs

;
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EXEMPLE:
Avec F = R%2 et E = {(m,y) € F|2z+3y= 5}, (E,+,-) n’est pas un R-espace vectoriel :
(0,0) ¢ E.

On pose E= {(:t7 y) € F|2x+3y = 0}7 c’est un sous-espace vectoriel de F'. On pose
T ExE—E
((=,9), (w,v)) — (z +u,y +v).
En effet,

V(z,y) € E,V(u,v) € E,Q(:p+u)+3(y+v):2x+3y+2u+3v
=5+4-0=05
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donc 7((z,y), (u,v)) € E.

\

A
E
E

ExXEMPLE: N
Avec E les solutions de y' = 3y + %, £ = R, et
=

T:EXE—E
(y, A) — (x»—)y(x)—&—)\esz).

Proposition: Soit (E, E, ’T') un K-espace affine. Si E # @,

E’:{E’\(A,B)EE’}.

Preuve — VA,_)B € E, ABc E
— Soit U—>€ E. Comme E # @, on choisit A € E. On pose B = A + . Do
U = AB.
O
REMARQUE:

On a méme démontré que, pour tout A € E, I'application
—
pa: B — FE
Ur— A+ W

est bijective. On dit qu’on a vectorialisé E au point A :

M+ N:= A+ AM + AN
AN := A+ \AM

Proposition: Soit (E, E, ’T) un K-espace affine.

1. VA€ B, AA=T0;
2. VA,B,C € E, AB + BC = AC;
3. VA,B€ E, BA=—AB.

Preuve: 1. Soit A€ E. 7 (A7 ﬁ) =A=r (A7 6)) donc A4 = 0.
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2. Soient A, B,C € E. On pose @ = AB et ¥ = BC.

3. %ent A,B € E. D’aprés 1. A4 =7 et, d’aprés 2. A4 = 4B + BA. Donc

AB = —BA.

O
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II

Sous-espaces affines

Définition: Soit (E, E, 7') un K-espace affine et F' € Z(E) \ {o}.

Pour tout A € F', on pose I‘TX = {Xé | Be F} On dit que F est un sous-espace affine

de (E, ﬁ, 7') s'il existe A € F' tel que FZ est un sous-espace vectoriel de E.

R
Proposition: Avec les notations précédentes, <F7 Fy, T|Fxﬂ) est un espace affine.

e
Preuve: — Soit M € F, W € Fa.
M+d=A+ AM U =A+ AB =BcF.
u=A+ u, =A+ =BegF.
e o e BEF
€ Fae Fy
—_————
=
S\

— Soit M € F, @,V € Fa.
(M+W)+ 7 =M+ (4 +7)

—

car MEEet U,V € E.
— Soient M, N € F C E. On sait que

T eE M+7a=N.

% = MN = MA + AN
= AN — AM €F,
\,_4) v_)
€eFy €Fy

Proposition: Soit F' un sous-espace affine de (E, E, T). Alors

V(A,B) € F2, Fa = Fp.

Preuve:
Soit A comme dans la définition <ITA> sous-espace vectoriel de E) et B € F. Soit © €

Fp. Alors @ = BM avec M € F.

_r > > >

U =BA+ AM = AM — AB € Fj.
+

Soit ¥ € F4. On pose M = ¥ € F.Donc ¥ = BM € Fg. ]
€Fy

Corollaire: Soit f € Z(E,F)etye F.
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Les solutions de I’équation f(z) = y est un sous-espace affine de direction Ker f. O

Proposition: Soit (F;);cs une famille de sous-espaces affines de F'. Alors, m F; est
i€l
soit vide, soit un sous-espace affine de F.

De méme que pour les groupes et les espaces vectoriels, on peut définir le sous-espace engendré
par une partie de E.

Proposition — Définition: Soit A € &(E). Le sous-espace affine engendré par A est

N F.

F sous-espace affine de E
ACF

C’est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-espace affine contenant A.

REMARQUE:
Si E est un K-espace vectoriel et F' un sous-espace affine de FE, alors

VAcF,F=A+F={A+%|%¢€F},
F sous-espace vectoriel de E.
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Parallélisme et hyperplans
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111 Parallélisme et hyperplans

Définition: Soit (E, E, ’T') un espace affine, F' et G deux sous-espaces affines de E

1. On dit que F' et G sont fortement paralléles si F=0.
2. On dit que F' et G sont faiblement paralléles si F

@@

el . (b) parallélisme faible
) parallélisme for

Définition: Soit F' un sous-espace affine de (E, E, 7'). L’espace

— —_—
F:{AB|A,B€F}

est appelé direction de F.

On dit que

— F est une droite affine 51 F est une droite vectorielle,
— F est une plan affine si F est un plan vectorielle,
— I est une hyperplan affine si F est un hyperplan vectorielle

11
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v Repére affine

Définition: Soit F' un sous-espaca affine de E. Un repére df) F est la donnée d’un point
A € F (“Torigine du repére”) et d’'une base B = (&;);c; de F' (“vecteurs direction”).

ExXEMPLE (mécanique — physique):
On pose E = (R3 R3,+), un R-espace affine. (O, 4z, 1, ;) est une base de E : la base
carthésienne. Il existe plusieurs bases de E : (O, ., ug, uz) (base cylindrique) et (O, ur, ug, ugp)

(base sphérique) sont deux autres bases de E.

Proposition — Définition: Soit F' un sous-espace affine de E, et Z = (A, e1,...,en)
un repére de F'. Alors, pour tout B € F,

n
AA1,.. 5 0) EK™, B=A+ ) el
o=il

On dit que (A1, ..., \,) sont les coordonées de B.

REMARQUE:
Les solutions d’un probléme linéaire forment un espace sous-affine de direction les solutions
du systeme homogene associé.
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