CHAPITRE 29

Froduik acalaine

Hugo SarLou MP2I

Derniére mise a jour le 15 juin 2022



TABLE DES MATIERES

L__Deéfinitionsl 2
II'  Quelques formules| 4
[IIT  Familles orthogonales| 6
IV " Projection orthogonale] 10
V_Annexel 13
V.1 Prodwt vectoriell . . . . . . . . . . . 14
(WA ICRIEMEEETEREE! o o o o 0 o 0 0 6 0 600000000000 000600000000 0 15
V.3 DSéries de Fourterl . . . . . . ..o 15
|V.4 Espace-temps de Minkowsky]. . . . . . ... ..o 0000000 16

Dans ce chapitre, F désigne un IR-espace vectoriel.

On sait déja calculer le produit scalaire en dimension 2 et 3 mais ’objectif de ce chapitre est
de le généraliser en dimension potentiellement infinie.



Premiére partie

Définitions



I Définitions

Définition: Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie po-
sitive :

f:EXE—R

1. V(u1,uz,v) € B2, V(a, B) € R2, f(ous + Buz,v) = af(u1,v) + Bf(uz,v), (bilinéaire)

2. Y(u,v) € E?, flu,v) = f(v,u), (symétrie)
3. YueE, f(u,u) 20, (positive)
4.Yu€eE, (flu,u) =0 < u=0g). (définie)

On dit alors que (E, f) est un espace préhilbertien. Si, de plus, E est de dimension finie,
alors on dit que (F, f) est un espace euclidien.

En général, on note (u | v), (u,v) ou (u | v) a la place de f(u,v).

REMARQUE:
Méme si elle est utilisée (notament au lycée), la notation u - v est dangeureuse car elle peut
étre facilement confondue par la multiplication.

Définition: Soit (F, (- | -)) un esapce préhilbertien. Soit z € E.

La norme (euclidienne) de z est

Viz | z) = ||

Proposition: 1. Vz € E, ||z| =0 < z=0g (séparation)
2. Vo € E, VA ER, ||[X\z| = |\ ||z (homogénéité positive)

3. Y(x,y) € B2, ||z + vyl < |lz|| + |yl (inégalité triangulaire)

O

L’inégalité triangulaire sera prouvée dans la suite du chapitre (paragraphe 2.).

Définition: Soit (z,y) € E2. On dit que = et y sont orthogonaux si (z | y) = 0. On
note cette situation =z L y.




Deuxiéme partie

Quelques formules



II Quelques formules

Dans ce paragraphe, (E', ¢l ) est un espace préhilbertien.

Proposition: Soient z,y € E.
L lz +ylI* = llzll* + llyl* + 2 (2 | ).
2. |lz+yl® +llz — ylI* = 2z + |vl1?)- (identité du parallélogramme)
3. (zly) =7 (lz +yl? = llz - yl?). (polarisation)
|

Théoréme (inégalité de Cauchy—Schwarz): Soient z,y € E. Alors

| | ) | < llzll Iyl

et
[(x|y)|=llzll lyll <= = et y sont colinéaires.
|
Corollaire (inégalité triangulaire): Soit (z,y) € E2.
L lz+yll < llll + [lyll-
2. lz+yll =zl + Iyl < INERT, (z=Ay ou y = Az).
|



Troisiéme partie

Familles orthogonales



111 Familles orthogonales

Théoréme (Pythagore): Soit (z,y) € E2.

lz+yl? =zl + > <= = Ly.

Définition:

Soit (e;);er une famille de vecteurs. On dit que cette famille est orthogo-
nale si

Vi#je; Lej.
Si, en plus, on a
Vi €I, |les]| =1,

alors on dit que la famille est orthonormale ou orthonormée.

Proposition (Pythagore): Soit (e1,...,ey,) une famille orthogonale. Alors

n
D e
i=1

2 n
= lleal®
i=1

Théoréme: Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Algorithme (Orthonormalisation de Gran—Schmidt): On suppose

E de dimension
finie. Soit & = (e1,...,en) une base de E.
€1

llexl|

— Etape 1 : On pose v; = de sorte que ||v1|| = 1.

— Etape 2 : On pose
ug = ez — (e2 | v1)vi.

Ainsi,

(ug [ v1) = (e2 — (e2 | vi) v1 | v1)
= (e2 | v1) — (e2 | v1) (v1 | v1)
=0,




111 Familles orthogonales

On pose vy = ﬁ donc vy L vy et |Jv2] = 1.
u2

— FEtape 3 : On pose

uz = e3 — (ez | v1) v1 — (e3 | v2) va.

Ainsi,
(us | v1) = (e3 | v1) — (e3 | v1) (v1 | v1) —(es | v2) (v2 | v1)
=il =0
=0
et
(uz | v2) = (e3 | v2) — (e3 | v1) {v1 | v2) — (e3 | v2) (v2 | v2)
=0 =il
=0.
u3
On pose vz = ﬂ de sorte que vz L v1, v3 L vy et ||vg] = 1.
u3

— FEtape i+ 1 : On pose
i

Uiyl = €i41 — Z (€iq1 | Vi) vg-
=1l

Ainsi, pour tout j € [1,4], on a
(it1 | v5) = (eir1 [ vj) — ) (eiv1 [ vi) (vk | v5)

k=1

= (ei+1 ‘ ’Uj> — {€i+1 | U]'> ||’Uj||2

=0.
-
On pose v;41 = Al
llwitall
Proposition: Soit Z = (e1,...,en) une base de E et ¢ la base obtenue par le procédé

d’orthonormalisation de Gram—Schmidt. Alors,

Vi € [1,n], Vect(ei,...,e;) = Vect(v1,...,v;).

O
Corollaire (théoréme de la base orthonormée incompléte): Soit (eq, ..., ex) une base
orthonormée d’un espace euclidien. On peut trouver ey 1, ..., en telsque (e1,..., €k, €xt1,---

soit une base orthonormée de E.
|



111 Familles orthogonales

Théoréme: Soit E un espace euclidien et # = (eq, ..., en) une base orthonormée de
E. Soit (z,y) € E2. On pose (z1,...,2n) € R™ et (y1,...,yn) € R™ tels que
n n
2= me  y=dwes
i—1 i=1
Alors
n
@ly) = miys.
i=1
x1 Y1
Soit X = : et Y = . |. Alors,
Tn Yn
(@ly)=X"Y.
Proposition: Soit F un espace euclidien et % = (e1,...,e,) une base orthonormée
de E. Alors,

n

VIEE,m:Z(x|ei)ei.

=il



Quatriéme partie

Projection orthogonale
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v Projection orthogonale

Dans ce paragraphe, (E'7 ¢l ) est un espace préhilbertien (de dimension quelconque).

Définition: Soit A € Z(F). L'orthogonal de A est

At ={ucE|VYa€ A, alu}

Proposition:

VA € P(E), AL est un sous-espace vectoriel de E.

Théoréme: Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors

FeFt =E.

Définition: Dans le conditions précédentes, FLoest appelé le supplémentaire orthogo-
nal de F'.

La projection sur F' parallélement & Foest appelé projection orthogonale sur F'. On la
note pg.

Proposition (inégalité de Bessel): Soit F' de dimension finie. Alors,

Ve € B, |lpr (@)l < iz

Définition: Soit A € Z(F) non vide et = € E. La distance de = & A est

d(z,A) =inf ({lz —a | | a € A}).

11



v

Projection orthogonale

Théoréme:

Proposition:

Soit F' un sous-espace vectoriel de EF de dimension finie et x € E. Alors,

d(z, F) = [lz = pr(2)|.-

une base orthonormée de F'. Alors,

Proposition:

|

Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et Z = (e, ..., ep)

P
Ve € E, pp(z) = Z (z | e;) €.
i=1

|

Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors,

L
(FH) =F.

|

12



Cinquiéme partie

Annexe
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VvV Annexe

Dans ce chapitre, beaucoup des résultats ne seront pas prouvés, et sont, en grande majorité,
hors-programme (pour ’année de MP2I).

V.1 Produit vectoriel

Théoréme (Riesz): Soit (F, (- | -)) un espace euclidien. L’application

p: EBE— E*
ar— {al-)

est un isomorphisme.

Ici, E = R? muni de son produit scalaire canonique.

Définition: Soient w et v linéairement indépendants dans E. Soit Z = (e1,ez2,e3) la
base canonique de E.

L’application

fE—R
w — detg(u, v, w)

est linéaire. D’aprés le théoréeme de Riesz,
Fa€E, f=(al").
On considére un tel vecteur a € E. Donc,

Yw € E, detg(u,v,w) = (a | w).

On en déduit que

(u,v,w) base de £ <= (a | w) #0
<~ w fa.

Comme a [ a, (u,v,a) est une base de E. a est le produit vectoriel de u et v et est noté
u A v.

Yw € E, detg(u,v,w) = (uAv | w).
—_——
produit mixte
noté [u,v,w]

Proposition: Soit (u,v) € E? avec u et v linéairement indépendants.
1. (uAv) Lu;
2. (uAv) Lu;
3. (u,v,u Av) est une base directe (i.e. det(u,v,u Av) > 0);
4

- Aol = [lufl o]l sin(z;v).

14



Annexe

Proposition:

V.2

uAv = (by—cB,ac—vya,aB — ba).

Calcul différentiel

Soient u = (a,b,c) et v = (, ,7). Alors,

Définition:
Ly € Z(R™,R) telle que

Vh € R™ avec ||h|| assez petite, f(a+ k) = f(a) + La(h) + o (||h]])

alors on dit que f est différentiable en a et ¢, est la différentielle de f en a. Si c’est le

cas, alors
ga € R™, Vh, Lo(h) = (ga | h) .

On dit que g, est le gradient de f au point a.

Donc,
fla+h) —f(a) ~(ga | h).

Soit f : D C R®™ — R ou D est un ouvert. Soit a € D. Sl existe

Les résultats vus au chapitre 22 peuvent se retrouver avec cette nouvelle définition du gradient.

V.3 Séries de Fourier

Soit E un C-espace vectoriel de dimension infinie et (- | -) une application de E? dans C
vérifiant

1.
2. Y(u,v) € E?, (v | u) = (u]v);

3.

4. Vu € E, (u|u) =0 <= u=0g.

<.
<.

Proposition:

linéarité a gauche;

Vu € E, (u|u) >0;

(| -) est semi-linéaire & droite :

(u]ov+pw) =a(ulv)+pu|w).

) est donc sesquilinéaire.

| -
| -) est dit produit héermitien.

(symétrie hermitienne)

Définition:

15

Soit B = (en)nez une famille de E. On dit que % est une base hilber-



VvV Annexe

tienne si
—+oo

Vz € E, 3 (cn)nez, = = Z Cné€n;

n=-—oo

Vn € Z, |len| = 1;
Vp # q, {ep | eq) = 0.

Dans ce cas, cn = (z | en).

V.4 Espace-temps de Minkowsky

On modélise Pespace-temps par E = R*; c’est un espace affine et on y crée un “produit
scalaire” (en utilisant une “norme”) :

a9 8) = 2 4 4P + 22— PP,
On en déduit que
((@y,2,0) | (&,¢, 2, 1)) =22’ +yy' + 22/ —Pet’.
Ce “produit scalaire” n’en est pas vraiment un : il est bilinéaire, symétrique MAIs pas positif.

(z,y, z,t) isotrope <= x2 4+ y2 + 22 = 2.

cone de lumiere

Toute information contenue dans le céne passé nous est accessible; s’il est sur sa surface, il
faut que l'information y voyage a la vitesse de la lumiére. Par contre, comme le temps n’est
pas symétrique, on ne peut pas voir l'information future.
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