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Exercice 8

1. On sait déja que E = 4, (R) est un R-espace vectoriel.
Soient A, B € E2.

tr('BA) = tr (*('BA)) = tr (*A"'B) = tr(*A B).
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11

La transposée est linéaire, la multiplication matricielle est linéaire et la trace est li-

néaire ; I'application (A, B) — tr(*A B) est linéaire.
tr(*fA A) > 0 (c’est une somme de carrés) et tr(fAA) =0 <= A =0.



2. Soit M = (m; ;) € Sn.
d(A,M)* = |M - A|?
=tr ((M — A)(M — A))

n n

> Do myi —aji)?

i=1 \j=1

(Z(mm‘ - aij)2>
j=1 \i=1

J

= (mij — aij)?
1<i,5%n

D’aprés le cours, on sait que d(a, Sn)? = ||A — ps,, (A)|>.
On pose

Ap ={M € Mr(R) | 'M = —M}.
On montre A, C S;-. Soient M € A, et S € Sy,.

(M| S) =tr(*M S) = tr(—M S) = — tr(MS)
(S| M) = tr('S M) = tr(SM) = tr(MS)

D'ou (M | S) = 0.
On sait que S, @Ay, = #»(R) donc dim A,, = dim .4, (R) —dim S,,. Comme dim S,, <
o0,

Sn @ Si- = Mn(R)

donc

dim S;- = dim ., (R) — dim S,,
=dim A,,.

Donc A, = S;- et donc

n

(4~ 14)

N | =

A—ps,(A) =
En effet,
1 1
A=2 (A-s—tA)-s-5 (A-1tA).
G —
€Sn EAR
On en déduit que

] 1
inf Z (m” - aij)z = Z Z (aij - aji)z.

“1<ig<n i<i,j<n

On peut également prouver ce résultat avec les dérivées partielles : soit f telle que

fman,.oman) = > (may — agy)?.

1<4,j<n
Soit ¢ < 5.
‘921]; = 2mij — aig) + 2mji — azi) =0 <= myy = w
Dou M = A+ tA, On a prouvé que c’est une valeur critique mais pas que c’est un minimum.




Exercice 3
On pose
0:R*xR?> — R
((z,9), (@, y)) — 2’ (az + cy) + v/ (bz + dy)

’ ’ ax + cy
(I y ) (bac aF dy)

“ 0 ()

—  est bilinéaire (multiplication matricielle).

 symétrique <= Y(z,y), (',y) € R?, (z/ y') (

= V(z,y), (z',y") € R?, ca'y + by'z = cxy’ + byz’

r=1

=0
<= b= c avec y,

g’ =

y =1

— On suppose b = c.
@ positive <= Y(z,y) € R?, ax? + 2bay + dy* > 0

Vy € R, 4b%y% — dady® <0
a>0

b? — 4ad < 0
a>0

¢ définie positive <= V(z,y) € R2, (ax2 +2%ry+dy’ =0 = z=y= 0)

Vy # 0, 4y*(b® — ad) < 0
a#0

b2 —ad <0
a#0

On en déduit que ¢ est un produit scalaire si et seulement si

b=c,
b2 —ad < 0,
a > 0.

Exercice 7



On montre que p est une projection : on montre p o p = p et on calcule donc M?

L[5 -2 1
M? = =2 2 2
B\1 2 5
L (30 -12 6
_ 12 12 12
36\ 6 12 30
— M

Donc pop = p et donc p est la projection sur Im(p) parallélement a Ker(p).

rg(p) = tx(p) = Z(5+2+5) =2

Donc, Im(p) = Vect (p(el),p(eg))
= Vect ((5,-2,1),(—1,1,1)).

On remarque que p(ej + 2e2 — e3) = 0. D’ou Ker(p) = Vect(e1 + 2e2 — e3).

(e1 +2e2 —e3 | Ber —2e2+e3) =5—-4—1=0
(e1+2e2—e3| —e1+ex+e3)=—-14+2-1=0
)" )+

donc Kerp C (Imp donc Kerp = (Imp
——

~—
dim(-)=1  dim(-)=3—2=1

(J?,y, Z) €lmp (mayv Z) € (Kerp)J'
<~ (xvyv Z) L (1727 _]‘)
< zr+2y—2=0

Exercice 12
Soit # = (e1,...,en) une base orthonormée de E.
Vi, g, (f(ei) | fleg)) = (ei | e) = di;
donc (f(e1),-- -, f(en)) est orthonormée, elle est donc libre ; c’est donc une base orthonormée.

D’ou

Ve € E, f(x) =) (f(x) | f(ei)) flei)

-

<
Il
i

(x| ei) flei)-

<
Il
i

I

=~



Donc,

INGE

V(z,y) € B>Y(\p) € R?, fAa + py) = Y Az + py | &) f(ei)

@

1

[
NE

.

M:l

i=1

= /\f(w) + 1f(y)-

Exercice 15

1. Soit t € [0,1]. On a f(t) /f ) du. D’on,

2= (/0 f'(w) dU)2 =(/"11)*.

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

2t)</0tf'(u)2 du/otl2 dugt/olf'(u)2 du
/01f2(t) dtg/ol (t/olf’(u)z du) dt:/olf’(u)2 du/oltdt:
0

Donc,

2. On suppose f(0) =0et f(1) =

e[l [ o
/f’ du/12du

</f dul—t

/: £2(8) dt </:(1 —4) dt/olf’(u)2 du

1 1/ 2
<§/0f(u) du

/()§f2(t) dt</01f’(u) du/ftdt
1 1
5/0 f(w)? du

12 1 ! ! 2
/Of(t)dt<4/0 f'()? dt.

On en déduit que

(M | es) + plx | es) ) fleq)

z | e;) f(ei) Z (y | e fle)

1 1/ 2
5/Ofo:) dt



Exercice 11

Soit # = (e1,...,en) une base orthonormée de E.

Vi # g, IF (e)ll? = I (e)lI” = (F(es) + Fles) | Fes) — f(ej)
= (flei +e5) | fei —e;5))

Or, ||€iH2 = ||ej||2 =1 et donc (e; +e; | e; —ej) = 0 et donc (f(e; +e;) | f(e; —ej)) = 0.
D’ou

Vi€ [1,n], [[f(e)ll = llf(en)l =: A
Soit z € E. On pose

(z | ei) fe:)

I

-

i=1

d’ou

3

f@) =3 (@] e fled)

p=il

D’aprés le théoréme de Pythagore,

IF@2 =D (@ e IFEe)? =22 (=] e)?.

i=1 i=1
Comme (e1,...,en) est orthonormée, on a
n
2 2
lzl? = (x| e:)? donc [|f()]| = Allz].
i=1

Exercice 1
— VP,Q € Ry[X], o(P,Q) €R

VP,Q,R € Rn[X], Vo, B € R, p(aP + BQ,R) =Y (aP(k) + BQ(k)) R(k)
k=0

=a  P(k)R(k +BZQ(k (k)

= OC(P(P7 R) + BQD(Q7 R)7

VP,Q € Rn[X], ©(Q,P) =S Q(k)P(k

Il
?\ WMS i M:



— VP € Ru[X], (P,P) = P(k)* > 0;
k=0

n
VP € Rn[X], 9(P,P) =0 < Y P(k)®>=0
k=0
< Vke[0,n], P(k)y=0
<= P =0car degP < n.

Exercice 2
— Vf,g € E, o(f,9) €ER;

Vf.g,h € EVa,B € R, p(af, Bg,h) = (ef(0) + Bg(0))h(0)

= ap(f, h) + Be(g, h);

— Vf € B, o(f.f) = f(0)? +/ () dt;
>0 L/—“

— Soit f € E.

Exercice 4

1
On a ||[ul|? =2 d’'ot e; = —(1,0,1).

V2

v-(y\e1>31:(1,1,1)_%x2x%(1,0,1)

=(0,1,0)



(0,1,0)

D’ou =
Y20, 1,0

=(0,1,0).

w—(w|ei)er —<’w|62>€2:(—1,1,0)+% X % % (1,0,1) — (0,1,0)

Exercice 5
Conjecture : (FNG)t = F+ +G+.
— Soit z € FX + G+. Montrons que = € (F N G)L. Soit y € F N G. On décompose 2 en
u—+vavecu € Ft et ge GL.
(z|y)=(utvly)

(uly)+(vly)
0

donc = L y et donc z € (FNG)™ .
On a prouvé
Fr4+Gtc(Fno)t.

— FE est euclidien donc

dim (FNG)Y) =dim E — dim(F N G).
dim(F* + G1) = dim(F1) 4+ dim(G1) — dim(FX nGt)

Conjecture 2 : FX NGt = (F+G)*.

— Soit z € F- NG . Soit y un élément de F'+ G que 'on décompose en u+v avec u € F
et v € G.

(|y) = (@] u+to)
=(z|uw) + (z|v)
=0+0
=0

— Soit z € (F +G)*.
— VyeF (z]|y) =0;
T Vyer <£E|y>:0



Donc, z € FX NG+,
Retour au calcul précédent :
dim(F+ + G1) = dim(F1) + dim(G1) — dim(FX nG1)
=dimE —dim F + dim E — dim G — (dim E — dim(F + G))
=dim £ — (dim F + dim G — dim(F + G))
=dim E — dim(F + Q)

Exercice 6
vl v
n T
1. Ft=Vect ((1,1,1,1),(1,-1,1,-1)).
En effet, soit u = (z,y, z,t) € R*.

weF z4+y+z+t=0
r—y+z—t=0

{ulvr) =0
<:’{<u|v2>=o

Dot F = Vect(v1,v2)®"
2. MEtHoDE 1 Soit u = (z,y, 2,t) € R*. On sait que 'on peut décomposer u en v + w
a+b+c+d=0

€ F et EFJ_O == 7b’ 7d
avec v et w n pose u = (a,b,c,d) avec a—bte—d—o.

et w = avy + Bue avec a, B € R.
On calcule les valeurs de a, b, ¢,d, a, 8 et, on trouve v en fonction de (z,y, 2,t) :

(a’ b7 &) d) =

e R

Mat g (p)

METHODE 2 On orthonormalise une base de F' :
— on cherche (u1,u2) une base de F';
— on orthonormalise (u1,u2) en (vi,v2);
— Yu, prp(u) = (u | vi)vi + (u | v2) va.

METHODE 3
r+y+z+t=0 T = —2z
<
T—y+z—t=0 y=—t
D’ott F = Vect ((—1,0,1,0),(0,-1,0,1)).
— ——

ul u2

Donc ¢ = (u1,u2,v1,v2) est une base de R*. On en déduit que

Matcg(pp) =

S OO+
oSO~ O
O O OO
O O OO

On applique les formules de changement de bases. . .



3. d(u, F) = ||lu— pp(u)|-

Exercice 9

“—" (C’est du cours.

“ <=7 par contraposée : soit G un supplémentaire de F' tel que I’ # FL, et pla projection

sur F' parallélement a G.
Soit u € F'\ {0}, v € G\ {0} et

f:R—RT
A [lu+ o2 — lu)?
=2 (u | v) + X?|jv|? = A2 (u | v) + Alo[l?)
A —00 0 Ao +oo
f + 0 - 0
ou
by —00 Ao 0 +o00
f + 0 - 0

Vi € [0, 20], f(1) = lu+ pull =1l ZL;II <0
x bz

donc ||z|| < [lp(z)]]

Exercice 10

1. Soit M = (m;,;) = Matg(f).
Vi, j, m;, ; est la i-éme coordonnée de f(e;) :
ms,; = (f(e;) | es)
= (e | f(e))
= (f(e:) | &5)

=i

2. Soient u € Ker(f) et v € Im(f). Soit w € E tel que v = f(w).

10




(u|v) = (u| f(w))
= (f(uw) | w)
= (0| w)

D’ou Ker(f) € Tm(f)*.
dim(Ker f) = dim E — dim(Im f)
= dim ((Im f)™*)

On en déduit que Ker f = (Im f)=.

Exercice 13

Comme l'exercice 9.

Exercice 14
GCFt+ Soit fe Fetgegd.

1
Wl H=[ o(0f(0)
0 1
- / g f(®) dt + / g f(t) do
-1 0
=0
F+ c G Soit h € F+. Montrons que h € G.

VieF /1 h()f(t) dt = 0.
1

Montrons que
Vvt € [0,1], h(t) = 0.

3n >0Vt € Jto — n,to +n, h(t) >0

Or,
1
/ F(OR(E) dt = 0.
=il
Mais,
to+n
/ f(t)h(t) dt = 0.
to—n ~~
>0
¢

11
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