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Premiére partie

Intégrale d’une fonction en escaliers



I Intégrale d’une fonction en escaliers

Définition: Une subdivision du segment [a, b] est une suite finie a = zg < z1 < 2 <

oo <y = b
- | IR
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b
Il I
xo 2o

REMARQUE (Notation):
Dans ce chapitre, I’ensemble des subdivisions de [a, b] est noté Sia,b)-

Définition: Soit f : [a,b] — R.

On dit que f est en escalier s'il existe 0 = (z0,...,Zn) € &[4 €t (co,...,cn—1) € R"
tels que
Vi € [0,n —1], Vz €las, zit1], f(z) = ;.

On dit alors que o est adaptée a f.
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Définition: Soient o = (20, 21,...,%n) € S[q ) et o’ = (x(,27,...,T,) € &[4 On
dit alors que o’ est plus fine que o si {zo,21,...,2n} C {z{,2},...,2),}. On note alors

/
o <o.

Proposition: Soient 01,02 deux subdivisions de [a, b]. Alors il existe une subdivision
o3 plus fine que o1 et o2.

Proposition — Définition: Soit f : [a,b] — R une fonction en escaliers. Soit o =

(zo,...,zn) une subdivision adaptée & f. Pour ¢ € [0,n — 1], on pose ¢; la valeur
constante de f sur |x;, xi41][.
Alors,

n—1

D (@ig1 — zi)es

i=1

ne dépend pas de la subdivision adaptée. On dit que c’est I'intégrale de f sur [a,b]. On

note ce nombre f.
[a,b]




I Intégrale d’une fonction en escaliers
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Pour définir I'intégrale d’une fonction continue, on peut utiliser deux méthodes :

1. L’intégrale d’une fonction continue est la limite d’une suite de fonctions en escaliers.
Ces résultats seront vus ’année prochaine en MPI.

2. Les sommes de Darboux ; c’est la définition que I'on va utiliser.



Deuxiéme partie

Sommes de Darboux



II Sommes de Darboux

Définition: Soit f : [a,b] — R. Soit ¢ = (z0,%1,...,2n) € G[4p. La somme de
Darboux supérieur de f associé & o est

n—1
ST =D (@ip1 —z) M;
i—1
ou Vi € [0,n — 1], M; = sup f.

lzi, @it

La somme de Darboux inférieure de f associé a o est

n—1
S;(f) =D (@iy1 — zi) my
1=0

ou m; = inf f
5, @41 [

Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée, o et ¢’ deux subdivisions de [a,b] avec
o' < 0. Alors

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée.

L’intégrale supérieure de f est

It ()= it (SF(F).

0E€S 4 )

L’intégrale inférieure de f est
I ()= s (57(5).

UEG[u.b]

REMARQUE (justification de Dexistence des donc
bornes inférieures et supérieures):

—1
Soit m = inf f. Vi € [0,n—1], M; > m et %
o [tzl?b]f Pel0n =1, M > me SH() =D (®iy1 —z)M;
=0
n—1
2 ) (ziy1 —x)m
=0
>m(b—a)
De méme, avec M = supf, Vo



II Sommes de Darboux

Slap) S5 (f) < M(b - a).

Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée. Alors

I[;#,] (f) < I[-Z,b](f)

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée. On dit que f est Riemann-intégrable si

I[;b](f) = I[-Z,b](f)' Dans ce cas, ce nombre est noté /[a ) f.




Troisiéme partie

Propriétés de ’intégrale



111 Propriétés de I'intégrale

Proposition: Soient f et g deux fonctions définies de [a, b] & valeurs dans R. Si f < g,
alors

L (D) < Iy 41 (9)-

Corollaire: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a,b] a valeurs dans

R. Si f < g, alors
/ < / g
[a,b] [a,b]

Proposition (Chasles): Soit f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R. Soit
¢ € la, b[. Alors,

{I[a,b]m T )+ Iy ()
I () = I () + Iy ().

Corollaire: Soit f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R. Soit ¢ € |a,b].

Alors,
f= / r+ [
[a,b] [a,c] [e,b]

Proposition: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a, b] & valeurs dans
R. Alors,

I, y(f+9) > [ab(f)+1[;b(f)
It g (f +9) S I (N + I 1 ()

Proposition: Soit A € R. On a
( = )\Iab](f) siA>0
Do) ,\I[tb](f) siA<0
et N
)\I iA>0
I[ M) = e, at) ST :
@ /\I[ab](f) siA<0




Quatriéme partie

Théoréme fondamental de I’Analyse
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v Théoréme fondamental de 1’Analyse

H Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est Riemann-intégrable.

On a aussi démontré le théoréme suivant :

Théoréme: Soit f : [a,b] — R conitnue. Alors
T f
la,z]

est une primitive de f.

REMARQUE (Notation):
b

Soit f : [a,b] — R continue. On note plutot /

f(t) dt a la place de / I
On note aussi / ft) dt = 7/‘ f
b [a,b]

[a,?]

Corollaire: Soit f : [a,b] —> R continue et F' une primitive de f. Alors

b
/ £(t) dt = F(b) — F(a).

11



Cinquiéme partie

Fonctions continues par morceaux
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A% Fonctions continues par morceaux

Définition: Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux si,

Vi € [0,n —1], f|] est continue;

i, Ti41]
S0 = (@0, ,2n) € Sja: Vie[l,n—1], Ihzr% f(z) e R et Ihég’ f(z) € R;

lim f(z) € R; lim f(z) € R.
@ a = b

Théoréme: Toute fonction continue par morceaux sur un segment est Riemann-
intégrable sur ce segment. O

Définition: Soit f: I C R — R. On dit que f est continue par morceaux sur [ si f
est continue par morceaux sur tout segment inclus dans 1.

REMARQUE:

6:R— R
0 i 0
a:>—>{ six # 0,

1 siz=0.

d est continue par morceaux sur R. On a / 6 =0, et Vo €[0,1], f(z) > 0. Mais, § # 0.
[0,1]

13



Sixiéme partie

Sommes de Riemann
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VI Sommes de Riemann

Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux.

A faire : schéma 1 e=ln_ o hea
1i S ‘ =
nir}rloo <i0 n f (a t n )

Proposition: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux et n € IN*.

b—a

n

n b
Zf(a+7;b—7“)m>/ JIOK: 2
i=1 Ty a

i

REMARQUE:
On suppose & présent f de classe €1 sur [a,b]. f est continue sur [a,b] : on considére

o /
M=y @l

vn € IN¥,

n

9 b—a it
[rwae- 25 f@)
® =0

=1 o
> [ @ - fe) at
=0 Y T4

Tit+1

n—1

<3 [0 - s at
i=0 v Ti
B

< Z/ M|t — x| dt
i=0 i
n=-l (zig1 — 37)2

M 1+ 9
2
1=0
M (b—a)2

< — n
2 n

M(b—a)?
2n ’

N

Par exemple, on veut calculer une valeur approchée de In2 a 10™2 prés :

2
1

1n2:/ — dt.
1t

1
Soit f:t— n de classe ¢! sur [1,2].

1
vt e [L,2], |[f(t)] = a2 <1
d’ou M = 1.
On cherche n € IN* tel que
_1)2
1(271) <1073
2n
i.e. n > 500.
499
1 . S 10—3 rd
Donc, — Z —— ~ 0,693 est une valeur approchée de In2 & 10™° prés.
500 i3 1+ 500
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VI Sommes de Riemann

REMARQUE (Méthode des trapézes):

Au lieu d’approximer ’intégrale par des rectangles, on utilise des trapézes.

16



Septiéme partie

Retour sur les formules de Taylor
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VII Retour sur les formules de Taylor

Proposition: Soit f: I C R — R continue et F' une primitive de f. On suppose
n
o . o 0 o n
= gal(gg a) +.2, ((z—a)).
=

Alors,
o CC _ a 7,+1

A= Z Cit+1l +,2, (@—amt).

=0

a

m
Corollaire: Soit f: I — R de classe ¢"*. Alors,

n (i) (g _
):Zfii!()(xfa)l+ o ((z—a)").

r—a
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Huitiéme partie

Fonctions réglées
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VIII Fonctions réglées

Soit f : [a,b] — R continue. Cette fonction est donc uniformément continue (théoréme de
Heine) :
Ve >0,3n>0,V(z,y) € [a,b]% [z —y| <n = |f(2) - fW)| <e.

D’ou
Vn € N*, 3np, >0, |z —y| <nn = |f(2) — f(y)] <

Sl

A

%%

NMn Mn Mn Mn Mn Mn Mn Mn

Cependant, contrairement au sommes de Darboux, cette construction utilise des notions que
I’on admet : notamment, la convergence d’une suite de fonctions.

20
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