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Sife ‘ﬁgm sur [0, 1] (continue par morceaux), alors

kz::lf (S) m/()l f(t) dt.

1
n

La fonction ¢ — In(1 4 t) est €° sur [0, 1] donc,

In(up) —— ' In(1 +¢t) dt = [(1+¢) In(1 +t) — (1 4+ 8)]}
0
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Exercice 3

1
Soit f : [0,1] — R continue. On suppose / f(t) dt = 0. On note m = 1[’1’111’]lf et M = r[na)]( f-
0 0,1 0,1

Montrer que

/1 F2(t) dt < —mM.
0

vt e [0,1], (M — f(t)) (f(t) —m) >0
donc :
/0 (M = f(@®)(f(t) —m) dt >0
et donc )
—mM — 2 > 0.

M /0 2@ dt >0

On en déduit que )
[ 70t < —mu.
0

Exercice 2

Soit f : [a,b] — R continue. Déterminer une condition nécessaire et suffisante poour que

‘/:f(t) dt’ = /ab|f(t)| dt.

Condition suffisante : f est de signe constant sur [a, b].

On démontre que c’est une condition nécessaire. On suppose donc

/ab F(t) dt’ = /ab |£(t)] dt.




b
— Cas 1 On suppose / f(t) dt > 0. On sait que

/abf(t) dt:/:|f(t)) dt

b
| 1501 - 1) at—o.
O\ — e

>0
de classe €°

donc

On en déduit que
vt € [a,b], f(2) = |f()] > 0.
b
— Cas 2 On suppose / f(t) dt < 0. On sait que

f/abf(t) dt:/ab|f(t)|dt

b
[ 11+ ) ae=o.
a —’_/

>0
de classe €°

donc

On en déduit que
vt € [a,b], f(t) = —[f ()] <O.

Exercice 9

Montrer que

3 3 5

Ssinz S — — - —

s a
VxE[O,f],xf— az .
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On sait que sin est de classe €°° d’ou sin est de classe €°.

On a

3| ) _ 1\4
sing =z — — +/ (Gl sin® (¢) dt
6 0 4!
3] ) _ 1\4
:x—z—-‘,-/ ucos(t) dt
6 0 4!
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On en déduit que sinz > x — 5
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Exercice 1
x+T
Notons ¢ : x — / f(t) de.
x
On pose F une primitive de f (f est continue). D’ou
Vo, p(X) = F(z+T) — F(x).
On dérive cette expression :

0=¢(2) = Sz +T) - f(@).

Ainsi, f est T-périodique.

Exercice 4
1
i — it#£0
Soit f:t— Sm(t) sit#
0 sinon.

On suppose f continue par morceaux. Soit I = [—1,1] et o = (ao, ..., an) une subdivision de
I telle que

Vie [1,n—1], f}]ai,aml[ continue;
Vi € [1,n — 1], f a une limite réelle & gauche et a droite.
Comme f n’est pas continue en 0,
Ji, 0 = a;.
Or, f n’a pas de limite en 0 a droite : une contradiction.

En effet, les suites (zn)nen €t (Yn)nen ne convergent pas vers la méme limite avec

1
Tp = —
nmw n—-+oo
1

ot
Vn € IN*,
Yn=——— —— 0F
2nm + 5 notoeo
car
f(zn) =sin(nr) =0 ——— 0
Vn € IN*, - n——+o00
Fyn) = sin (— +2n7r) =1— 3140
2 n—+oo

Donc f n’a pas de limite en 0.
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Exercice 7

gsm (5)sin ()

Pour calculer cette somme, on utilise I’encadrement

3
VmE[O,E},xfx—gsinxgx.
2 6
D’on,
k K3 [k k
Vne]NVkG[[l,n]],ﬁfﬁgsm(ﬁ>gﬁ
et donc
n 13 k n "k )
> (e o () < 2o () o () < 2o ()
k:l(n 6n n = =
Or,
n n
el =z el
X Sm - r
> Z
=n n = n
1
—>/ zsinz de = [— xcosx]o /cosacd:c
n—-+oo 0

= —cos1l+sinl.



Et,

limite finie

Par encadrement,
E sin | — ) sin ( — )] ——— sin 1—cosl.
n n n—+oo

— A essayer

Exercice 8
On pose

Soit x Z 0 [27].

ei*/2 2fsin(z/2)
_ sin(nz/2)
sin(z/2)

ste [ ei ei”$/2,2{sin(nz/2)>
= Re

cos ((n +1) g) .

A faire : Tableau de variations / de signes
s
n+1

Donc z,, =

n  sin _km_
Vn, fo(zn) = > (,:“)
=il

: km
T n_sin (m)

N

km
ntlio =F
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ol

sin(7x) .
R - sixz#0
1 siz=0.

Exercice 10
Soit 2 € R. f est de classe €2 sur [z,z + 1].

xz+1
flx+1) = f(z) + () +/ F'@) (x+1—1t) dt.

(%) :

z+1 z+1
/ @) (z+1—1) dt‘ g/ [F7@®)] =+ 1 —¢ dt.

On note M(X) = max _|f”(t)| et donc
te(z,z+1]

(*) <M(x)/”1(z+17t) o M@

x

Jew € [w,x+ 1], M(z) = | £ (ca)|-

Or, ¢z > x donc ¢; —— +o0 et donc f”/(c;) —— 0.
x—r+00 T—r+00
x+1

Par encadrement, / @) (x+1—1t) dt ——— 0.

@ x—+o0o

Or, f(z+1) — f(x) m} 0 donc f’(m) m} 0.
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