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Première partie

Intégrale d’une fonction en escaliers
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I Intégrale d’une fonction en escaliers

Définition: Une subdivision du segment [a, b] est une suite finie a = x0 < x1 < x2 <
· · · < xn = b.

a

=

x0

b

=

x6

x1 x2 x3 x4 x5

Remarque (Notation):
Dans ce chapitre, l’ensemble des subdivisions de [a, b] est noté S[a,b].

Définition: Soit f : [a, b] −→ R.

On dit que f est en escalier s’il existe σ = (x0, . . . , xn) ∈ S[a,b] et (c0, . . . , cn−1) ∈ Rn
tels que

∀i ∈ J0, n− 1K , ∀x ∈]xi, xi+1[, f(x) = ci.

On dit alors que σ est adaptée à f .

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

Définition: Soient σ = (x0, x1, . . . , xn) ∈ S[a,b] et σ
′ = (x′0, x

′
1, . . . , x

′
p) ∈ S[a,b]. On

dit alors que σ′ est plus fine que σ si {x0, x1, . . . , xn} ⊂ {x′0, x′1, . . . , x′n}. On note alors
σ′ ≺ σ.

Proposition: Soient σ1, σ2 deux subdivisions de [a, b]. Alors il existe une subdivision
σ3 plus fine que σ1 et σ2.

Preuve:
Soit σ1 = (x0, x1, . . . , xn) ∈ S[a,b] et σ2 = (x′0, x

′
1, . . . , x

′
p) ∈ S[a,b].

On pose A = {x0, . . . , xn}∪{x′0, . . . , x′p}. On ordonne dans l’ordre croissant les éléments
de A :

A = {x′′0 , x′′1 , . . . , x′′q }

avec a = x′′0 < x′′1 < · · · < x′′q = b. On pose σ3 = (x′′0 , x
′′
1 , . . . , x

′′
q ) ∈ S[a,b]. On a bien

σ3 ≺ σ2 et σ3 ≺ σ1.

Proposition – Définition: Soit f : [a, b] −→ R une fonction en escaliers. Soit σ =
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I Intégrale d’une fonction en escaliers

(x0, . . . , xn) une subdivision adaptée à f . Pour i ∈ J0, n− 1K, on pose ci la valeur
constante de f sur ]xi, xi+1[.

Alors,
n−1∑
i=1

(xi+1 − xi)ci

ne dépend pas de la subdivision adaptée. On dit que c’est l’intégrale de f sur [a, b]. On

note ce nombre
∫
[a,b]

f .

x0 x1 x2 x3 x4 x5 x6

Preuve:
Soit σ′ = (x′0, . . . , x

′
p) une subdivision adaptée à f . On considère σ′′ une subdivision de

[a, b] plus fine que σ et σ′. On pose

x2,0 x3,0

= =

σ′′ = (a, x1,1, x1,2, . . . , x1,i1 , x2,1, . . . , x2,i2 , . . . , b)

= =

x1 x2

On a
∀k ∈ J0, n− 1K , ∀j ∈ J0, uk − 1K , ∀x ∈ ]xk,j , xk,j+1[, f(x) = ck.

n−1∑
k=0

ik−1∑
j=0

(xk,j+1 − xk,j)ck =

n−1∑
k=0

ck

ik−1∑
j=0

(xk,j+1 − xk,j)

=

n−1∑
k=0

(xk,ik − xk,0)

=

n−1∑
k=0

ck(xk+1 − xk)

De même, comme σ ≺ σ′, on a aussi l’égalité avec
p−1∑
k=0

c′k(x
′
k+1 − x

′
k) où c

′
k est la valeur

de f sur ]x′k, x
′
k+1[.

Pour définir l’intégrale d’une fonction continue, on peut utiliser deux méthodes :
1. L’intégrale d’une fonction continue est la limite d’une suite de fonctions en escaliers.

Ces résultats seront vus l’année prochaine en MPI.
2. Les sommes de Darboux ; c’est la définition que l’on va utiliser.
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Deuxième partie

Sommes de Darboux
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II Sommes de Darboux

Définition: Soit f : [a, b] −→ R. Soit σ = (x0, x1, . . . , xn) ∈ S[a,b]. La somme de
Darboux supérieur de f associé à σ est

S+
σ (f) =

n−1∑
i=1

(xi+1 − xi)Mi

où ∀i ∈ J0, n− 1K, Mi = sup
]xi,xi+1[

f .

La somme de Darboux inférieure de f associé à σ est

S−σ (f) =

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)mi

où mi = inf
]xi,xi+1[

f .

Proposition: Soit f : [a, b] −→ R bornée, σ et σ′ deux subdivisions de [a, b] avec
σ′ ≺ σ. Alors {

S+
σ′ (f) 6 S+

σ (f);

S−
σ′ (f) > S−σ (f).

Preuve:
On pose σ = (x0, . . . , xn).

∀i ∈ J0, n− 1K , ]xi, xi+1[=

`−1⋃
k=0

]yk, yk+1[

avec yk ∈ σ′ pour tout k.

∀x ∈ ]yk, yk+1[, f(x) 6Mi.

donc Mi majore f
(
]yk, yk+1[

)
et donc sup

]yk,yk+1[
f 6Mi. Donc,

`−1∑
k=0

(yk+1 − yk) sup
]yk,yk+1[

6Mi

`−1∑
k=0

(yk+1 − yk) =Mi(xi+1 − xi).

Ainsi,

S+
σ′ (f) 6

n−1∑
i=0

Mi(xi+1 − xi) = S+
σ (f).

De même pour la somme de Darboux inférieure.
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II Sommes de Darboux

Définition: Soit f : [a, b] −→ R bornée.

L’intégrale supérieure de f est

I+
[a,b]

(f) = inf
σ∈S[a,b]

(
S+
σ (f)

)
.

L’intégrale inférieure de f est

I−
[a,b]

(f) = sup
σ∈S[a,b]

(
S−σ (f)

)
.

Remarque (justification de l’existence des
bornes inférieures et supérieures):
Soit m = inf

[a,b]
f . ∀i ∈ J0, n− 1K , Mi > m et

donc

S+
σ (f) =

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)Mi

>
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)m

> m(b− a).
De même, avec M = sup

[a,b]
f , ∀σ ∈

S[a,b], S
−
σ (f) 6M(b− a).

Exemple: 1. Soit f : [a, b] −→ R en escaliers.

I+
[a,b]

(f) =

∫
[a,b]

f = I−
[a,b]

(f).

2. On pose

f : [0, 1] −→ R

x 7−→
{
0 si x 6∈ Q
1 si x ∈ Q.

Rappel : on a f = 1Q.
On a I+

[0,1]
(f) = 1 et I−

[0,1]
(f) = 0.

3. On pose

f : [0, 1] −→ R

x 7−→ x

Soit σn =

(
0,

1

n
,
2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1

)
.

S+
σn

(f) =
n∑
i=0

1 + 1

n
×
i

n
=

1

n2
×
n(n+ 1)

2
=
n− 1

2n
.

On a, pour tout n non nul, I+
[0,1]

f 6
n+ 1

n
donc I+

[a,b]
6

1

2
.

De même,

S−σn (f) =
n−1∑
i=0

1

n
×
i

n
=
n(n− 1)

2
=
n− 1

2n
.

D’où, pour tout n non nul, I−
[0,1]

(f) >
n− 1

2n
et docn I−

[0,1]
(f) >

1

2
.

Or,
1

2
6 I−

[0,1]
(f) 6 I+

[0,1]
(f) 6

1

2
(voir ci-après). Et donc,

I−
[0,1]

(f) = I+
[0,1]

(f) =
1

2
.
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II Sommes de Darboux

Proposition: Soit f : [a, b]→ R bornée. Alors

I−
[a,b]

(f) 6 I+
[a,b]

(f).

Preuve:
Soit σ ∈ S[a,b]. Soit σ

′ ∈ S[a,b]. On considère σ′′ ∈ S[a,b] telle que σ′′ ≺ σ et σ′′ ≺ σ′.
On a donc

S−
σ′ (f) 6 S−

σ′′ (f) 6 S+
σ′′ (f) 6 S+

σ (f).

On fixe σ ∈ S[a,b].
∀σ′ ∈ S[a,b], S

−
σ′ (f) 6 S+

σ (f)

donc S+
σ (f) majore toutes les sommes de Darboux inférieures de f donc

I−
[a,b]

(f) 6 Sσ(f)

donc I−
[a,b]

(f) minore toutes les sommes de Darboux supérieures de f . On a donc

I+
[a,b]

(f) > I−
[a,b]

(f).

Définition: Soit f : [a, b] → R bornée. On dit que f est Riemann-intégrable si

I−
[a,b]

(f) = I+
[a,b]

(f). Dans ce cas, ce nombre est noté
∫
[a,b]

f .
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Troisième partie

Propriétés de l’intégrale
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III Propriétés de l’intégrale

Proposition: Soient f et g deux fonctions définies de [a, b] à valeurs dans R. Si f 6 g,
alors

I−
[a,b]

(f) 6 I−
[a,b]

(g).

Preuve:
On suppose f 6 g.

I−(f) 6 I−(g) ⇐⇒ sup
σ∈S

S−σ (f) 6 sup
σ∈S

S−σ (g)

⇐⇒ ∀σ ∈ S, S−σ (f) 6 sup
σ′∈S

I−
σ′ (g)

Soit σ ∈ S. On pose σ = (x0, x1, . . . , xn) et, pour tout i ∈ J0, n− 1K, mi = inf
]xi,xi+1[

f).

Alors,

S−σ (f) =

n−1∑
i=1

(xi+1 − xi)mi.

On pose aussi, pour tout i ∈ J0, n− 1K, m′i = inf
]xi,xi+1[

(g).

Soit i ∈ J0, n− 1K.

mi 6 m′i ⇐⇒ inf
]xi,xi+1[

(f) 6 inf
]xi,xi+1[

(g)

⇐⇒ ∀x ∈ ]xi, xi+1[, inf
]xi,xi+1[

(f) 6 g(x)

Soit x ∈ ]xi, xi+1[. On sait que

inf
]xi,xi+1[

(f) 6 f(g) 6 g(x).

On en déduit que

S−σ (f) 6
n−1∑
i=0

(xi − xi+1)m
′
i = S−σ (g) 6 sup

σ′∈S
S−
σ′ (g).

Exercice:
Démontrer le même résultat avec les sommes de Darboux supérieures :

I+
[a,b]

(f) 6 I+
[a,b]

(g).

Corollaire: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a, b] à valeurs dans
R. Si f 6 g, alors ∫

[a,b]
f 6

∫
[a,b]

g.

Proposition (Chasles): Soit f une fonction définie sur [a, b] à valeurs dans R. Soit
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III Propriétés de l’intégrale

c ∈ ]a, b[. Alors, {
I−
[a,b]

(f) = I−
[a,c]

(f) + I−
[c,b]

(f)

I+
[a,b]

(f) = I+
[a,c]

(f) + I+
[c,b]

(f).

Preuve:

— I−
[a,b]

(f) 6 I−
[a,c]

(f) + I−
[c,b]

(f) ⇐⇒ ∀σ ∈ S[a,b], S
−
σ (f) 6 I−

[a,c]
(f) + I−

[c,b]
(f).

Soit σ ∈ S[a,b]. On pose σ = (x0, x1, . . . , xn). On note k ∈ J0, n− 1K tel que
xk 6 c 6 xk+1.
On pose aussi σ1 = (x0, x1, . . . , xk, c) ∈ S[a,c] et σ2 = (c, xk+1, . . . , xn) ∈ S[c,b].
σ1 ∪ σ2 est une subdivision plus fine que σ. On en déduit que

S−σ (f) 6 S−σ1∪σ2 (f) = S−σ1 (f)︸ ︷︷ ︸6

I−
[a,c]

(f)

+ S−σ2 (f)︸ ︷︷ ︸6

I−
[c,b]

(f)

.

—

I−
[a,b]

(f) > I−
[a,c]

(f) + I−
[c,b]

(f) ⇐⇒ I−
[a,c]

(f) > I−
[a,b]

(f)− I−
[c,b]

(f)

⇐⇒ ∀σ1 ∈ S[a,c], S
−
σ1

6 I−
[a,b]

(f)− I−
[c,b]

(f)

⇐⇒ ∀σ1 ∈ S[a,c], I
−
[c,b]

(f) 6 I−
[a,b]

(f)− S−σ1 (f)

⇐⇒ ∀σ1 ∈ S[a,c], ∀σ2 ∈ S[c,b], S
−
σ2

(f) 6 I−
[a,b]

(f)− S−σ1 (f).

Soient σ ∈ S[a,c] et σ2 ∈ S[c,b].

S−σ1 (f) + S−σ2 (f) = S−σ1∪σ2 (f) 6 I−
[a,b]

(f).

Corollaire: Soit f une fonction définie sur [a, b] à valeurs dans R. Soit c ∈ ]a, b[.
Alors, ∫

[a,b]
f =

∫
[a,c]

f +

∫
[c,b]

f.

Proposition: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a, b] à valeurs dans
R. Alors, {

I−
[a,b]

(f + g) > I−
[a,b]

(f) + I−
[a,b]

(f)

I+
[a,b]

(f + g) 6 I+
[a,b]

(f) + I+
[a,b]

(f)

Preuve:
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III Propriétés de l’intégrale

I−(f + g) > I−(f) + I−(g) ⇐⇒ I−(f) 6 I−(f + g)− I−(g)

⇐⇒ ∀σ ∈ S[a,b], S
−
σ (f) 6 I−(f + g)− I−(g)

⇐⇒ ∀σ ∈ S, I−(g) 6 I−(f + g)− S−σ (f)

⇐⇒ ∀σ ∈ S, ∀σ′ ∈ S, S−
σ′ (g) 6 I−(f + g)− I−σ (f)

⇐⇒ ∀σ ∈ S, ∀σ′ ∈ S, S−σ (f) + S−
σ′ (g) 6 I−(f + g)

Soit σ, σ′ ∈ S. On considère σ′′ ∈ S telle que σ′′ ≺ σ′ et σ′′ ≺ σ. On a{
S−σ (f) > S−

σ′′ (f)

S−
σ′ (g) 6 S−

σ′′ (g)

donc
S−σ (f) + S−

σ′ (g) 6 S−
σ′′ (f) + S−

σ′′ (g).

On pose σ′′ = (x0, . . . , xn) et, pour i ∈ J0, n− 1K ,
mi(f) = inf

]xi,xi+1[
(f)

mi(g) = inf
]xi,xi+1[

(g)

mi(f + g) = inf
]xi,xi+1[

(f + g).

Alors,

S−
σ′′ (f) + S−

σ′′ (g) =

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)mi(f) +
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)mi(g)

=

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
(
mi(f) +mi(g)

)
.

Soit i ∈ J0, n− 1K.

mi(f) +mi(g) 6 mi(f + g) ⇐⇒ inf
]xi,xi+1[

(f) + inf
]xi,xi+1[

(g) 6 inf
]xi,xi+1[

(f + g)

⇐⇒ ∀x ∈ ]xi, xi+1[, inf
]xi,xi+1[

(f) + inf
]xi,xi+1[

(g) 6 (f + g)(x)

Soit x ∈ ]xi, xi+1[.

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

> inf
]xi,xi+1[

(f) + inf
]xi,xi+1[

(g).

D’où

S−
σ′′ (f) + S−

σ′′ (g) 6
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)mi(f + g)

6S−
σ′′ (f + g) 6 I−(f + g).
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III Propriétés de l’intégrale

Proposition: Soit λ ∈ R. On a

I−
[a,b]

(λf) =

{
λI−

[a,b]
(f) si λ > 0

λI+
[a,b]

(f) si λ 6 0

et

I+
[a,b]

(λf) =

{
λI+

[a,b]
(f) si λ > 0

λI−
[a,b]

(f) si λ 6 0
.

Preuve: — On suppose λ > 0.

I−(λf) 6 λI−(f) ⇐⇒ ∀σ ∈ S, S−σ (λf) 6 λI−(f).

Soit σ = (x0, . . . , xn) ∈ S. On pose, pour i ∈ J0, n− 1K, mi(f) = inf
]xi,xi+1[

(f) et

mi(λf) = inf
]xi,xi+1[

(λf).

Soit i ∈ J0, n− 1K.

mi(λf) 6 λmi(f) ⇐⇒ mi(f) > mi(f) >
1

λ
mi(λf)

⇐⇒ ∀x ∈ ]xi, xi+1[,
1

λ
mi(λf) 6 f(x)

Soit x ∈ ]xi, xi+1[. On a

f(x) =
1

λ

(
λf(x)

)
>

1

λ
mi(λf).

Donc,

S−σ (λf) =

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)mi(λf)

6
n−1∑
i=0

λ(xi+1 − xi)mi(f)

6 λS−σ (f)

6 λI−(f).

En outre,

I−(f) = I−
(
1

λ
λf

)
6

1

λ
I−(λf)

donc
λI−(f) 6 I−(λf).

— On suppose λ < 0.

I−(λf) 6 λI−(f) ⇐⇒ ∀σ ∈ S, S−σ (λf) 6 λI+(f).

Soit σ ∈ S. On pose σ = (x0, . . . , xn). Alors,

S−σ (λf) =

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)mi(λf).
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III Propriétés de l’intégrale

Soit i ∈ J0, n− 1K. Soit x ∈ ]xi, xi+1[.

f(x) =
1

λ

(
λf(x)︸ ︷︷ ︸

>inf(λf)

)
6

1

λ
mi(λf)

donc
1

λ
mi(λf) majore f sur ]xi, xi+1[

donc
1

λ
mi(λf) > sup

]xi,xi+1[
(f) =Mi(f)

et donc mi(λf) 6 λMi(f).

D’où

S−σ (λf) 6
n−1∑
i=0

λ(xi+1 − xi)Mi(f)

6 λS+
σ (f)

6 λI+(f)

car λ < 0 et I+(f) 6 S+
σ (f).

De plus,

I−
(
1

λ
λf

)
6

1

λ
I+(λf)

donc
λI−(f) > I+(λf).

Il reste à prouver (pour λ < 0) que{
I−(λf) > λI+(f)

I+(λf) > λI−(f).
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Théorème fondamental de l’Analyse
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IV Théorème fondamental de l’Analyse

Théorème: Soit f : [a, b]→ R continue. Alors f est Riemann-intégrable.

Preuve:
f est continue sur [a, b] ; elle est donc bornée. Soient

ϕ− : [a, b] −→ R

x 7−→ I−
[a,x]

(f)

et

ϕ+ : [a, b] −→ R

x 7−→ I+
[a,x]

(f).

Soit x ∈ ]a, b[ et h > 0 tel que x+ h ∈ [a, b].

ϕ−(x+ h)− ϕ−(x) = I−
[x,x+h]

(f) 6 I+
[x,x+h]

(f) = ϕ+(x+ h)− ϕ+(x)

donc 
1

h

(
ϕ−(x+ h)− ϕ−(x)

)
=

1

h
I−
[x,x+h]

(f) >
1

h
inf

[x,x+h]
f × (x+ h− x);

1

h

(
ϕ+(x+ h)− ϕ−(x)

)
=

1

h
I+
[x,x+h]

(f) 6
1

h
sup

[x,x+h]
(f)× (x+ h− x);

d’où
inf

[x,x+h]
(f) =

1

h
I−
[x,x+h]

(f) 6
1

h
I+
[x,x+h]

(f) 6 sup
[x,x+h]

(f).

f est continue sur [x, x+ h] donc inf
[x,x+h]

(f) = f(ch) avec ch ∈ [x, x+ h]. x 6 ch 6 x+ h

donc ch −−−→
h→0
>

x. Comme f est continue, f(ch) −−−→
h→0
>

f(x).

De même, sup
[x,x+h]

(f) = f(dh) avec dh ∈ [x, x+ h] donc dh −−−→
h→0
>

x et donc f(dh) −−−→
h→0
>

f(x).

On en déduit que 
ϕ−(x+ h)− ϕ−(x)

h
−−−→
h→0
>

f(x)

ϕ+(x+ h)− ϕ+(x)

h
−−−→
h→0
>

f(x).

De même, 
ϕ−(x+ h)− ϕ−(x)

h
−−−→
h→0
<

f(x)

ϕ+(x+ h)− ϕ+(x)

h
−−−→
h→0
<

f(x).

Donc ϕ− et ϕ+ sont deux primitives de f sur l’intervalle [a, b].

Donc,
∃C ∈ R, ∀x ∈ [a, b], ϕ−(x) = ϕ+(x) + C.

En évaluant en x = a, on a
ϕ−(a)︸ ︷︷ ︸

=0

= ϕ+(a)︸ ︷︷ ︸
=0

+C

et donc C = 0 donc ϕ−(b) = ϕ+(b) et donc f est intégrable.
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IV Théorème fondamental de l’Analyse

On a aussi démontré le théorème suivant :

Théorème: Soit f : [a, b] −→ R conitnue. Alors

x 7→
∫
[a,x]

f

est une primitive de f .

Remarque (Notation):

Soit f : [a, b] −→ R continue. On note plutôt
∫ b

a
f(t) dt à la place de

∫
[a,b]

f .

On note aussi
∫ a

b
f(t) dt = −

∫
[a,b]

f .

Corollaire: Soit f : [a, b] −→ R continue et F une primitive de f . Alors∫ b

a
f(t) dt = F (b)− F (a).

Preuve:
Soit ϕ : x 7→

∫ x

a
f(t) dt. On sait que ϕ est une primitive de f . Or,

ϕ′ = f = F ′ donc (ϕ− F )′ = 0

On en déduit que
∃C ∈ R, ∀x ∈ [a, b], ϕ(x) = F (x) + C.

En particulier,
0 = ϕ(a) = F (a) + C

donc C = −F (a).

D’où ∫ b

a
f(t) dt = ϕ(b) = F (b) + C = F (b)− F (a).
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Cinquième partie

Fonctions continues par morceaux
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V Fonctions continues par morceaux

Définition: Soit f : [a, b] −→ R. On dit que f est continue par morceaux si,

∃σ = (x0, . . . , xn) ∈ S[a,b],



∀i ∈ J0, n− 1K , f∣∣]xi,xi+1[
est continue;

∀i ∈ J1, n− 1K , lim
x→xi
<

f(x) ∈ R et lim
x→xi
>

f(x) ∈ R;

lim
x→a
>

f(x) ∈ R; lim
x→b
<

f(x) ∈ R.

Théorème: Toute fonction continue par morceaux sur un segment est Riemann-
intégrable sur ce segment.

Définition: Soit f : I ⊂ R −→ R. On dit que f est continue par morceaux sur I si f
est continue par morceaux sur tout segment inclus dans I.

Remarque:

δ

δ : R −→ R

x 7−→
{
0 si x 6= 0,

1 si x = 0.

δ est continue par morceaux sur R. On a
∫
[0,1]

δ = 0, et ∀x ∈ [0, 1], f(x) > 0. Mais, δ 6= 0.

19



Sixième partie

Sommes de Riemann
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VI Sommes de Riemann

Théorème: Soit f : [a, b] −→ R continue par morceaux.

À faire : schéma 1
lim

n→+∞

(
n−1∑
i=0

b− a
n

f

(
a+ i

b− a
n

))
=

∫ b

a
f(t) dt.

Preuve (dans le cas où f est continue):

∀n ∈ N∗, 0 6

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(t) dt−

n−1∑
i=0

b− a
n

f

( xi︷ ︸︸ ︷
a+ i

b− a
n

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(t) dt−
n−1∑
i=0

b− a
n

f(xi)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

(∫ xi+1

xi

f(t) dt−
b− a
n

f(xi)

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

(∫ xi+1

xi

f(t) dt−
∫ xi+1

xi

f(xi) dt

)∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
f(t)− f(xi)

)
dt

∣∣∣∣∣
6
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

∣∣f(t)− f(xi)∣∣ dt.
f est continue sur [a, b], donc uniformément continue sur [a, b] :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x, y ∈ Df , |x− y| 6 η =⇒
∣∣f(x)− f(y)∣∣ 6 ε.

Soit ε > 0. On considère η > 0 comme ci-dessus. On a
b− a
n
−→ 0 donc, il existe N ∈ N∗

tel que

∀n > N,
b− a
n

6 η.

On considère un tel N ∈ N∗. On suppose n > N .

∀i ∈ J0, n− 1K , ∀x ∈ [xi, xi+1], |x− xi| 6 xi+1 − xi =
b− a
n

6 η

et donc ∣∣f(x)− f(xi)∣∣ 6 ε.

Donc,

∀n > N,

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx−

b− a
n

n−1∑
i=0

f(xi)

∣∣∣∣∣ 6
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

ε dt = ε(b− a).
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VI Sommes de Riemann

Proposition: Soit f : [a, b]→ R continue par morceaux et n ∈ N∗.

b− a
n

n∑
i=1

f
(
a+ i b−a

n︸ ︷︷ ︸
xi

)
−−−−−→
n→+∞

∫ b

a
f(t) dt.

Remarque:
On suppose à présent f de classe C 1 sur [a, b]. f ′ est continue sur [a, b] : on considère

M = max
x∈[a,b]

∣∣f ′(x)∣∣.

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(t) dt−

b− a
n

n−1∑
i=0

f(xi)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

(
f(t)− f(xi)

)
dt

∣∣∣∣∣
6
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

∣∣f(t)− f(xi)∣∣ dt
6
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

M |t− xi| dt

6M

n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)2

2

6
M

2

(
b− a
n

)2

n

=
M(b− a)2

2n
.

Par exemple, on veut calculer une valeur approchée de ln 2 à 10−3 près :

ln 2 =

∫ 2

1

1

t
dt.

Soit f : t 7→
1

t
de classe C 1 sur [1, 2].

∀t ∈ [1, 2],
∣∣f ′(t)∣∣ = 1

t2
6 1

d’où M = 1.

On cherche n ∈ N∗ tel que
1(2− 1)2

2n
6 10−3

i.e. n > 500.

Donc,
1

500

499∑
i=0

1

1 + i
500

' 0,693 est une valeur approchée de ln 2 à 10−3 près.

Exemple:

Que vaut lim
n→+∞

n∑
i=1

n

n2 + k2
?

∑
16k6n

n

n2 + k2
n’est pas une série ! En effet, en passant de n à n + 1, on modifie les termes

précédents.
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VI Sommes de Riemann

∀n ∈ N∗,
n∑
k=1

n

n2 + k2
=

n∑
k=1

1
n

1 +
(
k
n

)2
=

1

n

n∑
k=1

1

1 +
(
k
n

)2
−−−−−→
n→+∞

∫ 1

0

1

1 + t2
dt = Arctan 1−Arctan 0 =

π

4
.

Remarque (Méthode des trapèzes):

Au lieu d’approximer l’intégrale par des rectangles, on utilise des trapèzes.
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Septième partie

Retour sur les formules de Taylor
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VII Retour sur les formules de Taylor

Proposition: Soit f : I ⊂ R −→ R continue et F une primitive de f . On suppose

f(x) =

n∑
i=0

αi(x− a)i + `o
x→a

(
(x− a)n

)
.

Alors,

F (x) = F (a) +

n∑
i=0

αi
(x− a)i+1

i+ 1
+ `o
x→a

(
(x− a)n+1

)
.

Preuve:
Soit ε > 0. On sait qu’il existe η > 0 tel que

∀x ∈ [a− η, a+ η],

∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
i=0

αi(x− a)i
∣∣∣∣∣ 6 ε |x− a|n.

On considère un tel η > 0. Soit x ∈ [a− η, a+ η].

(∗)︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣F (x)− F (a)−
n∑
i=0

αi
(x− a)i+1

i+ 1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ x

a
f(t) dt−

n∑
i=0

αi

∫ x

a
(t− a)i dt

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ x

a

(
f(t)−

n∑
i=0

αi(t− a)i
)

dt

∣∣∣∣∣

On suppose x > a, donc

(∗) 6
∫ x

a

∣∣∣∣∣f(t)−
n∑
i=0

αi(t− a)i
∣∣∣∣∣ dt

6
∫ x

a
ε|t− a|n dt

6 ε

∫ x

a
(t− a)n dt

=
ε

n+ 1
(x− a)n+1
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VII Retour sur les formules de Taylor

On suppose x < a.

(∗) =

∣∣∣∣∣
∫ a

x

(
f(t)−

n∑
i=0

αi(t− a)i
)

dt

∣∣∣∣∣
6
∫ a

x

∣∣∣∣∣f(t)−
n∑
i=0

αi(t− a)i
∣∣∣∣∣ dt

6
∫ a

x
ε|t− a|n dt

6 α

∫ a

x
(a− t)n dt

6 ε

[
−
(a− t)n+1

n+ 1

]a
x

6 ε
(a− x)n+1

n+ 1

=
ε

n+ 1
|x− a|n+1

Corollaire: Soit f :

a∈

I −→ R de classe Cn. Alors,

f(x) =
n∑
i=0

f (i)(a)

i!
(x− a)i + `o

x→a

(
(x− a)n

)
.

Preuve:
par récurrence sur n.
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Huitième partie

Fonctions réglées
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VIII Fonctions réglées

Soit f : [a, b] → R continue. Cette fonction est donc uniformément continue (théorème de
Heine) :

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀(x, y) ∈ [a, b]2, |x− y| 6 η =⇒
∣∣f(x)− f(y)∣∣ 6 ε.

D’où
∀n ∈ N∗, ∃ηn > 0, |x− y| 6 ηn =⇒

∣∣f(x)− f(y)∣∣ 6 1

n
.

ηn ηn ηn ηn ηn ηn ηn ηn

Cependant, contrairement au sommes de Darboux, cette construction utilise des notions que
l’on admet : notamment, la convergence d’une suite de fonctions.

Exemple (convergence d’une suite de fonctions):
Pour n ∈ N, on pose

fn : [0, 1] −→ R

x 7−→ xn

∀x ∈ [0, 1], fn(x) −−−−−→
n→+∞

{
0 si x < 1

1 sinon.

Pour n ∈ N, fn est continue mais lim
n→+∞

fn ne l’est pas :
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