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Premiére partie

Intégrale d’une fonction en escaliers



I Intégrale d’une fonction en escaliers

Définition: Une subdivision du segment [a, b] est une suite finie a = zg < z1 < 2 <

oo <y = b
- | IR
I—z1 T xr3 T4 x5 J
a
b
Il I
xo 2o

REMARQUE (Notation):
Dans ce chapitre, I’ensemble des subdivisions de [a, b] est noté Sia,b)-

Définition: Soit f : [a,b] — R.

On dit que f est en escalier s'il existe 0 = (z0,...,Zn) € &[4 €t (co,...,cn—1) € R"
tels que
Vi € [0,n —1], Vz €las, zit1], f(z) = ;.

On dit alors que o est adaptée a f.
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Définition: Soient o = (20, 21,...,%n) € S[q ) et o’ = (x(,27,...,T,) € &[4 On
dit alors que o’ est plus fine que o si {zo,21,...,2n} C {z{,2},...,2),}. On note alors

/
o <o.

Proposition: Soient 01,02 deux subdivisions de [a, b]. Alors il existe une subdivision
o3 plus fine que o1 et o2.

Preuve:
Soit 01 = (20, Z1,---,%n) € S[g) et 02 = (0, T, .- -, Tp) € Sgp]-
On pose A = {xp, ..., 2zn}U{xp,...,x,}. On ordonne dans l'ordre croissant les éléments
de A :

A= s & oo 0 ity
avec a = zj < @} < --- <} =b. On pose o3 = (x(,z7,...,2}) € S[q,5]- On a bien
o3 < o2 et o3 <071. O

Proposition — Définition: Soit f : [a,b] — R une fonction en escaliers. Soit o =




I Intégrale d’une fonction en escaliers

(zo,...,2n) une subdivision adaptée a f. Pour ¢ € [0,n — 1], on pose ¢; la valeur
constante de f sur |@;, xiy1][.
Alors,
n—1
D (@ig1 — zi)es
i=1
ne dépend pas de la subdivision adaptée. On dit que c’est I'intégrale de f sur [a,b]. On
note ce nombre f-
[a,b]
|
\
N
v \{é\ §
T N\‘I /:J& T I\ T
xo |T1 T2 T3 x4 5 Te
Preuve:
Soit ¢’ = (:1:6, S ,x;) une subdivision adaptée & f. On considére o'’ une subdivision de

[a, ] plus fine que o et ¢’. On pose

2,0 Z3,0
o Il Il
@ = (@ @i,1, @D 0 0 0 o Bl 0 Tyl 0 0 0 9 BB 500 0.0 0 D)
Il Il
1 T2
On a
Vk € [0,n —1], V) € [0,ur — 1], V& €|xk j, 2% j+1[, f(z) = ck.
n—1ip—1 n—1 ip—1
Z Z (T, j+1 — Tk j)ck = Z Ck Z (xk,j+1 - ﬂﬂk,j)
k=0 j=0 k=0  j=0
n—1
= (@k,i, — Th,0)
k=0
n—1
= cu(@rtr — o)
k=0
p—1
De méme, comme o < ¢, on a aussi I’égalité avec Z &, (z;c+1 —2}.) ot ¢}, est la valeur
k=0
de f sur ]z, ) [ O

Pour définir I'intégrale d’une fonction continue, on peut utiliser deux méthodes :

1. L’intégrale d’une fonction continue est la limite d’une suite de fonctions en escaliers.
Ces résultats seront vus ’année prochaine en MPI.

2. Les sommes de Darboux ; c’est la définition que I'on va utiliser.



Deuxiéme partie

Sommes de Darboux



II Sommes de Darboux

Définition: Soit f : [a,b] — R. Soit ¢ = (z0,%1,...,2n) € G[4p. La somme de
Darboux supérieur de f associé & o est

n—1

ST =D (@ip1 —z) M;

i—1
ou Vi € [0,n — 1], M; = sup f.
lzi, @it

La somme de Darboux inférieure de f associé a o est

n—1
S;(f) =D (@iy1 — zi) my
1=0

ou m; = inf f
5, @41 [

Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée, o et ¢’ deux subdivisions de [a,b] avec
o' < 0. Alors

ST () < SE(S);
S5(F) 2 S5 (f)-
Preuve:
On pose 0 = (zg,...,Zn).
—1
Vi€ [0,n— 1], Jzi, zig1[= | Juk, yrtal
k=0

avec y, € o’ pour tout k.

vz € lyk, yr+1l, f(@) < M;.
donc M; majore f(lyy,yr+1[) et donc  sup f < M;. Donc,

1yk vkl
-1 -1
D k1 —uk) sup < M > (Ykgr — vk) = Mi(zig1 — @)
k—0 Tk yr+1l k—0
Ainsi,
n—1
SH(F) <D Mi(mig1 — i) = ST(f).
i=0
De méme pour la somme de Darboux inférieure. O




II Sommes de Darboux

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée.

L’intégrale supérieure de f est

If g = _inf (SE().

€S 4, p)

L’intégrale inférieure de f est
I, ()= sw  (S(f).

0€G 4 p)

REMARQUE (justification de Dexistence des
bornes inférieures et supérieures):

Soit m = [ing]f. Vi € [0,n—1], M; > m et
a,

donc =
qv—iIt
SF() =D (@iy1 — ) M;
1=0
n—1
> (Tit1 — x3)
=0
>m(b—a)
De méme, avec M = supf, Vo €
[a,b]
G[a,b]7 S;(f) < M(b - CL).
EXEMPLE: 1. Soit f: [a,b] — R en escaliers.
+ o o —
o= | F=Tan (D).
2. On pose
f:00,1] — R
. 0 sizé&Q
1 size@.

Rappel : on a f = 1gq.
On a I[Jg’l](f) =1et Iig () =0.

3. On pose
f:00,1] — R
T2
1 2 -1
Soit U'n*<077777 ,n 71)
n n n
" 141 4 1 nn+1) n-1
S+ = X — = — — Y - .
on (f) Z n n  n? 2 2n

1 1
On a, pour tout n non nul, I[‘g 1]f< nt donc I[‘g b] < 3
) n ,
De méme,
n—1 2
_ 1 ¢ nn-1 n-1
S )= X e =T =

n—1 1
FPREN - > - > —.
D’oil, pour tout n non nul, 1[0’1](f) > et docn I[o,l](f) >3

1 _ 1 L R
Or, 5 < I[O,l](f) < I[g’l](f) < > (voir ci-apres). Et donc,

_ 1
1[071](]‘.) - 1571](f) = 9"




11 Sommes de Darboux
Proposition: Soit f : [a,b] — R bornée. Alors
- +
17 (D) < I ().
Preuve:

Soit 0 € &[4,p). Soit o e S[q,5)- On considére o € S[q,p) telle que o <oeto’ <o
On a donc
S;/(f) < S;//(f) < S;—//(f) < S;(f)

On fixe 0 € &g p)-
Vo' € Gpay), S, (f) < SF(F)
donc ST (f) majore toutes les sommes de Darboux inférieures de f donc
I (P < So(P)

donc I, [1_1 b] (f) minore toutes les sommes de Darboux supérieures de f. On a donc

I+

() = I ()

Définition: Soit f : [a,b] — R bornée. On dit que f est Riemann-intégrable si

I[; b](f) = I[t ] (f). Dans ce cas, ce nombre est noté / f.
' ' [a,b]
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Propriétés de ’intégrale



111 Propriétés de I'intégrale

Proposition: Soient f et g deux fonctions définies de [a, b] & valeurs dans R. Si f < g,
alors

L (D) < Iy 41 (9)-

Preuve:
On suppose f < g.

I7(f) <I™(g9) <= sup S; (f) < sup S; (9)
ceS oceS

<= Vo €6, S,(f) < sup I,(9)
oles

Soit 0 € 6. On pose 0 = (g, Z1,...,Zn) et, pour tout ¢ € [0,n — 1], m; =  inf [f).
T4, Ti41

Alors,

n—1

Sy () =) (@iy1 —zi)ma.

i=1

On pose aussi, pour tout i € [0,n — 1], m} = inf (g).
lzi,zit1]

Soit i € [0,n — 1].

m; <mj < inf (f)< inf (g)

lzi,ziq1l N lzg,zi41]
<= Vz €z, ziy1[,  inf (f) <g(x)
i, Ti41]

Soit @ € ]zi, zi41[. On sait que

inf  (f) < f(g) < g(2).

X TR

On en déduit que

So(f) < D (i —migy1)m; = S5 (9) < sup S, (g)-
‘ /€S

EXERCICE:
Démontrer le méme résultat avec les sommes de Darboux supérieures :

I[‘Z’b](f) g I[Tz,b] (g)

Corollaire: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a,b] a valeurs dans

R. Si f < g, alors
/ f< / g
[a,b] [a,b]

Proposition (Chasles): Soit f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R. Soit

10



111 Propriétés de I'intégrale

€ la, b. Alors,
I () =1, () + 1 ()
It O+ It 5 (-

Preuve:

[ ,b] (f) [a C](f)‘f‘l[;b](f) Aand V‘7'66[¢z,b]7 S;(f) < I[;‘C](f)"'l[;b](f)-

Smt o € G[4)- On pose 0 = (z0,21,...,2n). On note k € [0,n — 1] tel que
T S CS Tit1-
On pose aussi 01 = (20,1, - .-, Tk, ¢) € S[q ¢ €6 02 = (¢, Th41,---,%n) € Sy

o1 U oz est une subdivision plus fine que o. On en déduit que

So (f) < 851005 (f) = Soy () + S5, (f) -

V/AN V/AN
() I ()

T

I =1 (D + 1y () =1, () =2 I, () — Iy ()
Vo1 € S}, Sy ST,y (F) — 11, b](f)
<:>V0'1€6[a,c]71[;]( ) < [ab(f) = ()
<= Vo1 € 8, Vo2 € &[0y, S, (f) < I[;b](f) =55, ()

Soient 0 € A4 ) €t 02 € G| p)-

S;1(f)+5(7_2(f) S;1U02(f)<1[;’b](f)

Corollaire: Soit f une fonction définie sur [a,b] & valeurs dans R. Soit ¢ € |a,b].

Alors,
f= / p+ [ g
[a,b] [a,c] [e,b]

Proposition: Soient f et g deux fonctions intégrables définies sur [a, b] & valeurs dans
R. Alors,

{I[a,b](f+ 9) > I, (f)+1[;b(f)
It g (f +9) S I (N + I ()

Preuve:

11



111 Propriétés de I'intégrale

I“(f+92I"(N+1T (9) =TI ()< (f+g9 -1 (9)
Vo €8y, So (H) ST (f+9) -1 (9)
Vo6, I (9)<I (f+g)—55(f)
= Voe6,Vo' €6,5 ,(9) <I (f+9)— 1, (f)
Vo eB,Vo' €6,S;(f)+5,,(9)<I (f+9)

Soit ¢,0’ € &. On considére ¢” € & telle que ¢’ < o’ et " < 0. On a

Sg (f) = 8,,(f)
Sg_/(g) < SU_//(Q)

donc

So () +5,(9) <S5 (f)+5,,(9)
On pose 0" = (0, ...,2n) et, pour i € [0,n — 1],

mi(f) = inf (f)

lzi, @it
mi(g) = inf (g)

lzg,ziq1l
mi(f+g)= inf (f+g).
Jzi, it
Alors,

n—1 n—1

ST +S5(9) =D (@ir1 —z)mi(f) + D (wiy1 — z:)mi(g)
=0

.
[=}

3
—

(wig1 — ) (ms(f) + mi(g)).
—0

.

Soit i € [0,n — 1].

mi(f) +mi(g) <Smi(f+g) < inf (f)+ inf (g9)< inf (f+g)

@q,i41[ lzi@iqal Jogziqal

Vo elzizipl, inf (fi+ if (9)<(f+9)(@)

z3,Zi41] Jzi,Tiq1
Soit z € |zi, ziy1].

(f +9)(x) = f(z) + g(z)
> inf (f)+ inf (g).

Joi,@ipq] lzi@iqal
D’ou
n—1
So”’( +SUU(9 Z Ti+1 — T4 mz(f""g)
=0

<SS (f+9) <I™(f+9).

12



111 Propriétés de I'intégrale

Proposition: Soit A € R. On a

- Mo (f) i
oy ={

et
M7 (f) siA=0
+ _ [a,b]
Ian (M) = {)\[[mb](f) SA<O
Preuve: — On suppose A > 0.
I=(\f) KA (f) < Vo €6, S;(Nf) <A (f).
Soit o = (zo,...,2n) € &. On pose, pour i € [0,n — 1], m;(f) :] ‘in‘f [(f) et
mAf) = it (). o
Soit i € [0, — 1].
i) < Mmaf) =5 maf) > malh) > )
< Vz € |zi, zit1], %mzo\f) < f(z)
Soit @ € ]x;, xi+1[. On a
1 1
flz) = X()‘f(ﬂﬂ)) z 5miAf)-
Donc,
n—1
Se(Af) = D (wiy1 —zs)mi(Af)
i=0
n—1
<D0 @it —@)mi(f)
i=0
S AS;(f)
<A ().
En outre,
I~(f)=1I" (1 Af)
B=5
1
< XI Af)
donc

() < I7(Mf).
On suppose A < 0.

I=(\) S A (f) <= Yo €6, S; (M) < AT (f).

Soit ¢ € &. On pose o = (x0,...,Zn). Alors,

n—1

Sy (M) =D (mix1 — z)mi(Af).

=0

13



111 Propriétés de I'intégrale

Soit i € [0,n — 1]. Soit = € |z;, Tit+1].

7@ = 3( M@) ) < 3mM)
Zinf(Af)

1
donc sz()\f) majore f sur |z;, xi+1]

donc lmz()\f) > sup (f) = M;(f)
A Jzi,@itr]

et donc m;(Af) < AM;(f).

D’ou

n—1
Sy () € D0 M@ig1 — ) Mi(f)
i=0

SASF(f)
SAIT(S)
car A < 0 et I+(f) <S;L(f)-
De plus,
I~ (l ,\f> < S1t ()
A Y
donc

M (f) = I (Af).

1l reste a prouver (pour A < 0) que

I=(Af) = AXIT(f)
It 2 M ().

14



Quatriéme partie

Théoréme fondamental de I’Analyse
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v Théoréme fondamental de 1’Analyse

Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est Riemann-intégrable.

Preuve:
f est continue sur [a, b] ; elle est donc bornée. Soient

¢ :]a,b] — R
x»—>1[;z](f)
et
ot :[a,b] — R

T — I['Z’x](f).

Soit « € Ja,b[ et h > 0 tel que z + h € [a, b].

o (@) — o (@) =I5, () <TE () = ot (@ +h) — ot (@)

donc
Lot ) — ™ (@) = T2 () >+ inf fx (@+h—2)
— — = — > — in —x);
;f‘p # w }1L[a:,z+h] }f[wﬁh] = =
Tt @+h) =7 (@) = Tl () < 5 Jup (D x @+h—a);
d’ou

1 1
i — =75 < -1t < .
[z,lfih](f) h I[w»w+h](f) S hl[z’”h](f) b [I,S;I-I:h](f)

f est continue sur [z, z + h] donc : infh](f) = f(cp) avec cp, € [,z +h|l. z<cp <z +h
T, T
donc ¢j, — z. Comme f est continue, f(cp) —— f(z).
h—0 h—0
> >

De méme, sup (f)= f(dy) avec dp, € [z, + h] donc dj, —— x et donc f(dp) ——
[z,z+h] h—0 h—0

> >
f(z).
On en déduit que
o~ (z+h) — 9~ () "
h h;>()
ot (@ +h) - ot (2)
h h—0 f(=)
>
De méme,
o~ (z+h) — 9~ ()
h h20 f@)
ot (@ +h) - ot (2) o
h hzo

Donc ¢~ et @1 sont deux primitives de f sur Pintervalle [a, b].

Donc,
3C € R, Vz € [a,b], ¢~ (z) = o7 (z) + C.

En évaluant en z = a, on a
¢~ (a) = ¢t (a) +C
=0 =0

et donc C' = 0 donc ¢~ (b) = 1 (b) et donc f est intégrable. O

16



v Théoréme fondamental de 1’Analyse

On a aussi démontré le théoréme suivant :

Théoréme: Soit f : [a,b] — R conitnue. Alors

T f

la,z]

est une primitive de f.

REMARQUE (Notation):
b

Soit f : [a,b] — R continue. On note plutét /

f(t) dt a la place de / f.
a [a,b]
On note aussi / ft) dt = 7/‘ f

b [a,0]

Corollaire: Soit f : [a,b] —> R continue et F une primitive de f. Alors

b
/ f(t) dt = F(b) — F(a).

Preuve: .
Soit ¢ : z / f(t) dt. On sait que ¢ est une primitive de f. Or,
a

¢ =f=F donc (p—F) =0
On en déduit que
3C € R, Vz € [a,b], p(z) = F(z) + C.

En particulier,
0=¢(a) =F(a)+C

donc C = —F(a).
D’ou

b
/ £() dt = o(b) = F(b) + C = F(b) — F(a).

17



Cinquiéme partie

Fonctions continues par morceaux
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A% Fonctions continues par morceaux

Définition: Soit f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux si,

Vi € [0,n —1], f|] est continue;

i, Ti41]
S0 = (@0, ,2n) € Sja: Vie[l,n—1], Ihzr% f(z) e R et Ihég’ f(z) € R;

lim f(z) € R; lim f(z) € R.
@ a = b

Théoréme: Toute fonction continue par morceaux sur un segment est Riemann-
intégrable sur ce segment. O

Définition: Soit f: I C R — R. On dit que f est continue par morceaux sur [ si f
est continue par morceaux sur tout segment inclus dans 1.

REMARQUE:

6:R— R
0 i 0
a:>—>{ six # 0,

1 siz=0.

d est continue par morceaux sur R. On a / 6 =0, et Vo €[0,1], f(z) > 0. Mais, § # 0.
[0,1]

19



Sixiéme partie

Sommes de Riemann
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VI Sommes de Riemann

Théoréme: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux.

A faire : schéma 1 e=ln_ o hea b
lim (> ! (a +i ) = [ f(t)de.
i=0 " "

n—-+oo

Preuve (dans le cas ou f est continue):

Yne N0 (fﬂﬂdt—ééb 2 (a+i _“M
- §/+ I dtjz:é 2t pa)
S (e o
- éééf“(ﬂwf@n)d

nol rziig
< [T 5w - s ot
i=0 Y Ti

f est continue sur [a, b], donc uniformément continue sur [a, b] :

Ve >0,3n>0,Vz,y € Dy, |t —y|<n = |f(:c)ff(y)|§5.

—a

b
Soit € > 0. On considére n > 0 comme ci-dessus. On a — 0 donc, il existe N € IN*

tel que
bh—
Vn > N, a

<7
On considére un tel N € IN*. On suppose n > N.
b—a

n

Vi € [0,n —1], V& € [z, zit1], |z — zi| < Tijg1 — @ = <7

et donc
|f(2) = f=zs)| <e

Donc,

Vn > N,

€ b—a
[ 1@ do- 20 e
© 1=0

2=l pmaan
SZ/ edt =¢e(b—a).
i=0 vV T4

21



VI Sommes de Riemann

Proposition: Soit f : [a,b] — R continue par morceaux et n € IN*.

b—a
Zf(a+z— n—>+oo/ft)dt

zl

REMARQUE:
On suppose a présent f de classe ¢! sur [a,b]. f" est continue sur [a,b] : on considére

M = max |f }
z€la,b]

Vn € IN*, — f(=zy)) dt

L b—a
[ i@y ae- =23 s
@ > i=0

< g / * HOBFESIRT
Z/ M|t — x;| dt

1=0 2
M (bfa)Q
< — n
2 n
_ M(b—a)?
N 2n

Par exemple, on veut calculer une valeur approchée de In2 a 10~ prés :

2
1

1n2:/ — dt.
16

1
Soit f:t+—> h de classe ¢! sur [1,2].

vt e [1,2), |[f'(5)] = 7 <1
d’ou M = 1.
On cherche n € IN* tel que
1(2—-1)2
@17 o3

2n

i.e. n > 500.
499
Donc, — Z ; ~ 0,693 est une valeur approchée de In2 a 10~ prés.
1500 14 ks T
EXEMPLE:
X n
Que vaut lim — 7
n

—+o0 =~ n? + k?
=1

n 3 N 3
E ——— n’est pas une série! En effet, en passant de n a n 4+ 1, on modifie les termes
n? + k2
1<k<n
précédents.

22



VI Sommes de Riemann

_ ——— dt = Arctan1 — Arctan 0 = E,
n—too Jo 1+41t2 4

REMARQUE (Méthode des trapézes):

Au lieu d’approximer 'intégrale par des rectangles, on utilise des trapézes.

23



Septiéme partie

Retour sur les formules de Taylor
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VII Retour sur les formules de Taylor

Proposition: Soit f: I C R — R continue et F' une primitive de f. On suppose
n
o . o 0 o n
= gal(gg a) +.2, ((z—a)).
=

Alors,
o CC _ a 7,+1

=0

((a: - a)"+1).

+ o
Z-‘rl T—a

Preuve:
Soit € > 0. On sait qu’il existe n > 0 tel que

<elz—al™.

f@) =3 i@ —a)’

=0

vxe[a_n7a+n]7

On considére un tel n > 0. Soit = € [a —n,a + 7).

(%)

n

F(z) — F(a) — Zal m_a)H—l = () dt—Zai/ﬁ(t—a)i dt
a =0 a
. /x <f(t) - ai(t—ay) dt
@ i=0
On suppose = > a, donc
() < - Z a;(t —a)t| dt
i=0

T
< / elt —al™ dt
a

T
gs/ (t —a)™ dt
a

€ n+1
= r—a
n—i—l( )

25



VII

Retour sur les formules de Taylor

On suppose = < a.

Preuve:
par récurrence sur n.

n

Ia (f(t) -

1=0

(t— a)’) dt

F@) = ai(t—a)

i=0

a
g/ elt —a|™ dt
xT

éa/ (a—1t)™ dt
_ f\n+17@
gg{_w
n+1 -
(a_x)n+1
n—+1

dt

a

m
Corollaire: Soit f: I — R de classe €™. Alors,

o ((z—a)™).

T

N e(i) (g .
1@ =3P a o+
=0) .

26



Huitiéme partie

Fonctions réglées
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VIII Fonctions réglées

Soit f : [a,b] — R continue. Cette fonction est donc uniformément continue (théoréme de
Heine) :
Ve >0,3n>0,V(z,y) € [a,b]% [z —y| <n = |f(2) - fW)| <e.

D’ou

Sl

Vn e N*, In, >0, |z —y| <nn = |f(z) — f(¥)| <

A

%%

NMn Mn Mn Mn Mn Mn Mn Mn

Cependant, contrairement au sommes de Darboux, cette construction utilise des notions que
I’on admet : notamment, la convergence d’une suite de fonctions.

ExEMPLE (convergence d’une suite de fonctions):
Pour n € IN, on pose

fn:[0,1] — R

z— ™

0 i 1
vz € [0,1], fn(w)—>{ nee
n—+oo 1 sinon.

Pour n € N, f;, est continue mais lim f, ne est pas :
n—-+oo
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